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Στόχοι 
• Ανάπτυξη θεμελιωδών σχέσεων μεταξύ θερμοδυναμικών ιδιοτήτων 

που συναντώνται συχνά στην πράξη κι έκφραση των ιδιοτήτων 

που δε μπορούν να μετρηθούν ως προς μετρήσιμες ιδιότητες. 

• Ανάπτυξη των σχέσεων του Maxwell, οι οποίες αποτελούν τη βάση 

για πολλές θερμοδυναμικές σχέσεις. 

• Κατάστρωση της εξίσωσης Clapeyron και υπολογισμός της 

λανθάνουσας θερμότητας ατμοποίησης με βάση μετρήσεις της 

πίεσης, της θερμοκρασίας και του ειδικού όγκου. 

• Ανάπτυξη γενικών σχέσεων για τα cv, cp, du, dh και ds που ισχύουν 

για κάθε καθαρή ουσία. 

• Μελέτη του συντελεστή Joule – Thomson. 

• Ανάπτυξη μιας μεθόδου για την εκτίμηση των ∆h, ∆u και ∆s 

πραγματικών αερίων μέσω γενικευμένων χαρτών απόκλισης της 

ενθαλπίας και της εντροπίας. 
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Μερικές παράγωγοι & πεπλεγμένες σχέσεις 

Η καταστατική αρχή: η κατάσταση μιας 

καθαρής ασυμπίεστης ουσίας καθαρίζεται 

πλήρως με βάση δύο ανεξάρτητων 

εντατικών ιδιοτήτων. Όλες οι άλλες ιδιότητες 

μπορούν να εκφραστούν ως προς τις δύο 

αυτές ιδιότητες: 

Η παράγωγος της συνάρτησης f(x) ως 

προς x δίνει το ρυθμό μεταβολής της f 

με το x. 

Η παράγωγος μιας συνάρτησης σε ένα δεδομένο 

σημείο αντιστοιχεί στην κλίση της καμπύλης της 

συνάρτησης στο σημείο αυτό. 
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Μερικά διαφορικά 
Η μεταβολή της z(x, y) ως προς x όταν το y 

διατηρείται σταθερό καλείται μερική 

παράγωγος της z ως προς x κι εκφράζεται 

ως: 

Το σύμβολο  αναπαριστά διαφορικές 
μεταβολές, ακριβώς όπως το σύμβολο d. 
Διαφέρουν μόνο στο ότι το μεν σύμβολο d 
εκφράζει μεταβολή του ολικού διαφορικού μιας 
συνάρτησης κι εμπεριέχει την επίδραση όλων 
των μεταβλητών στη συνάρτηση, ενώ το δε 
σύμβολο  εκφράζει μεταβολή του μερικού 
differential διαφορικού κατά τη μεταβολή μιας 
μόνο μεταβλητής.  

Οι μεταβολές που σημειώνονται με d και  είναι 
προφανώς ίδιες για ανεξάρτητες μεταβλητές, 
όχι όμως και για εξαρτημένες. 

Γεωμετρική αναπαράσταση της μερικής 

παραγώγου (z/x)y 
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Σχέσεις μερικών διαφορικών 

Η σειρά της διαφόρισης δεν έχει σημασία 

όταν οι θερμοδυναμικές ιδιότητες είναι 

συνεχείς σημειακές συναρτήσεις κι έχουν 

τέλεια διαφορικά, ώστε οι παραπάνω 

σχέσεις να είναι ταυτόσημες: 

Σχέση αμοιβαιότητας 

Κυκλική σχέση 

Επαλήθευση της 

σχέσης αμοιβαιότητας 

για τη συνάρτηση 

z + 2xy  3y2z = 0. 
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Οι σχέσεις Maxwell 

Οι εξισώσεις που συσχετίζουν τις μερικές παραγώγους των P, v, T και s μιας 

καθαρής συμπιεστής ουσίας καλούνται σχέσεις Maxwell. Οι σχέσεις αυτές 

προκύπτουν από τις 4 εξισώσεις Gibbs, με βάση τα τέλεια διαφορικά των 

θερμοδυναμικών ιδιοτήτων. 

Συνάρτηση Helmholtz 

Συνάρτηση Gibbs 

Σχέσεις Maxwell 

Οι σχέσεις Maxwell είναι πολύ 
χρήσιμες στη Θερμοδυναμική, 
επειδή επιτρέπουν τον υπολισμό της 
μεταβολής της εντροπίας με γνώση 
των ιδιοτήτων P, v και T.  

Αυτές οι σχέσεις Maxwell ισχύουν 
μόνο σε συμπιεστές καθαρές ουσίες. 
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Οι σχέσεις Maxwell είναι εξαιρετικά χρήσιμες στους θερμοδυναμικούς 

υπολογισμούς. 
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Η εξίσωση Clapeyron 
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Η εξίσωση Clapeyron μας επιτρέπει να 

υπολογίζουμε τη λανθάνουσα 

θερμότητα ατμοποίησης hfg υπό 

δεδομένη θερμοκρασία, απλώς 

μετρώντας την κλίση της καμπύλης 

κορεσμού στο διάγραμμα P-T και 

γνωρίζοντας τον ειδικό όγκο του 

κορεσμένου υγρού και του κορεσμένου 

ατμού στη θερμοκρασία αυτή. 

Γενική μορφή της εξίσωση Clapeyron, όπου οι δείκτες 1 και 

2 αντιστοιχούν σε δύο φάσεις.  

Εξίσωση Clapeyron 



15 

Υπό χαμηλές πιέσεις: 

Θεωρώντας τον ατμό 

ως ιδανικό αέριο: 

Η εξίσωση Clapeyron μπορεί να απλοποιηθεί για αλλαγές φάσεις από υγρό σε ατμό 

και από στερεό σε ατμό με βάσει κάποιες παραδοχές. 

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω προσεγγίσεις 

στην εξίσωση Clapeyron έχουμε: 

Με ολοκλήρωση ανάμεσα στις δύο καταστάσεις κορεσμού έχουμε: 

Η εξίσωση Clapeyron–Clausius 

μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον 

υπολογισμό της πίεσης κορεσμού 

με βάση τη θερμοκρασία.  

Επίσης μπορεί να χρησιμοποιηθεί 

για την αλλαγή φάσης από στερεά 

σε αέρια, αντικαθιστώντας την hfg 

με hig (ενθαλπία εξάχνωσης). 

Εξίσωση Clapeyron – Clausius 
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Γενικές σχέσεις για τα du, dh, ds, cv και cp 

• Σύμφωνα με την καταστατική αρχή, η κατάσταση μιας καθαρής συμπιεστής 

ουσίας ορίζεται πλήρως από δύο ανεξάρτητες εντατικές ιδιότητες. 

• Επομένως, θα πρέπει να μπορούμε να υπολογίσουμε όλες τις ιδιότητες 

ενός συστήματος (π.χ. εσωτερική ενέργεια, ενθαλπία και εντροπία) υπό 

οποιαδήποτε κατάσταση, όταν δυο ανεξάρτητες εντατικές ιδιότητες είναι 

γνωστές.  

• Ο υπολογισμός αυτών των ιδιοτήτων από άλλες μετρήσιμες ιδιότητες 

εξαρτάται από την ύπαρξη απλών κι ακριβών σχέσεων μεταξύ τους. 

• Εδώ θα αναπτύξουμε γενικές σχέσεις για τη μεταβολή της εσωτερικής 

ενέργειας, της ενθαλπίας και της εντροπίας ως προς την πίεση, τον ειδικό 

όγκο και τη θερμοκρασία, καθώς επίσης και για τις ειδικές θερμότητες.  

• Θα αναπτύξουμε επίσης κάποιες γενικές σχέσεις που θα 

συμπεριλαμβάνουν τις ειδικές θερμότητες.  

• Οι σχέσεις που θα αναπτύξουμε θα μας επιτρέπουν να υπολογίσουμε τις 

μεταβολές αυτών των ιδιοτήτων.  

• Οι τιμές των ιδιοτήτων σε μια καθορισμένη κατάσταση μπορούν να 

υπολογιστούν μόνο με επιλογή μιας κατάστασης αναφοράς, η επιλογή της 

οποίας συχνά είναι αυθαίρετη. 
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Μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας 
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Μεταβολή της ενθαλπίας 
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Μεταβολή της εντροπίας 
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Ειδικές θερμότητες cv και cp 
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Σχέση του Mayer 
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Συμπεράσματα από τη σχέση του Mayer: 

1. Το δεξί μέλος της εξίσωσης είναι πάντα 

μεγαλύτερο ή ίσο του 0. Επομένως, συνάγεται 

ότι cp ≥ cv. 

2. Η διαφορά μεταξύ των cp και cv προσεγγίζει το 

0, όταν η θερμοκρασία προσεγγίζει το απόλυτο 

0. 

3. Οι δύο ειδικές θερμότητες είναι ίσες για 

εντελώς ασυμπίεστες ουσίες, όπου το v  είναι 

σταθερό. Η διαφορά μεταξύ των δύο ειδικών 

θερμοτήτων είναι πολύ μικρή και συχνά δεν 

αναφέρεται καν σε ουσίες σχεδόν ασυμπίεστες, 

όπως υγρά και στερεά. 

Σχέση του Mayer 

Η εκτατικότητα όγκου είναι ένα μέτρο της 

μεταβολής του όγκου με τη θερμοκρασία υπό 

σταθερή πίεση 
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Οι εσωτερικές ενέργειες κι οι ειδικές θερμότητες των ιδανικών αερίων και των ασυμπίεστων ουσιών εξαρτώνται μόνο από τη 

θερμοκρασία 
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Ο συντελεστής Joule – Thomson 

Η συμπεριφορά της θερμοκρασίας ενός ρευστού κατά τη διάρκεια ενός ισενθαλπικού 

στραγγαλισμού περιγράφεται από το συντελεστή Joule-Thomson. 

Ο συντελεστής Joule – Thomson 

αναπαριστά την κλίση των ισενθαλπικών 

καμπυλών στο διάγραμμα T-P. 

Κατά τη διάρκεια ενός στραγγαλισμού, η θερμοκρασία 

εντός ρευστού μπορεί να αυξάνει, να μειώνεται ή να 

παραμένει σταθερή. 

Ισενθαλπική καμπύλη σε διάγραμμα T-P. 
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Μια διεργασία διεξάγεται ισενθαλπικά 

προς την κατεύθυνση μείωσης της 

πίεσης, δηλαδή από τα δεξιά προς τα 

αριστερά.  

Συνεπώς, η θερμοκρασία του ρευστού 

αυξάνεται όταν η διεργασία 

στραγγαλισμού λαμβάνει χώρα δεξιά της 

καμπύλης θερμοκρασίας μέγιστης 

αναστροφής. 

Ωστόσο, η θερμοκρασία του ρευστού 

μειώνεται όταν ο στραγγαλισμός 

διεξάγεται στα αριστερά της καμπύλης 

θερμοκρασίας μέγιστης αναστροφής..  

Βάσεις του διαγράμματος, είναι σαφές ότι 

δε μπορεί να παραχθεί ψυκτικό 

αποτέλεσμα, εκτός αν η θερμοκρασία 

του ρευστού είναι χαμηλότερη της 

θερμοκρασίας μέγιστης αναστροφής. 

Αυτό αποτελεί πρόβλημα για ουσίες, η 

θερμοκρασία μέγιστης αναστροφής των 

οποίων είναι αρκούντως χαμηλότερη της 

θερμοκρασίας δωματίου. 

Ισενθαλπικές καμπύλες σε διάγραμμα T-P. 
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∆h, ∆u και ∆s πραγματικών αερίων 

• Τα υπό χαμηλή πίεση αέρια συμπεριφέρονται ως ιδανικά αέρια και 

υπακούν στην εξίσωση Pv = RT. Οι ιδιότητες των ιδανικών αερίων είναι 

σχετικώς εύκολα υπολογίσιμες, μιας κι οι ιδιότητες u, h, cv και cp 

εξαρτώνται μόνο από τη θερμοκρασία. 

• Υπό υψηλές πιέσεις, ωστόσο, τα αέρια αποκλίνουν σημαντικά από τη 

συμπεριφορά του ιδανικού αερίου, ώστε η απόκλιση να πρέπει να 

ληφθεί σοβαρά υπ’ όψιν. 

• Στο Κεφάλαιο 3 μελετήσαμε την απόκλιση των ιδιοτήτων P, v και T, είτε 

με συνθετότερες καταστατικές εξισώσεις, είτε με χρήση του συντελεστή 

συμπιεστότητας Z από τους ανάλογους χάρτες. 

• Τώρα, μπορούμε να συνεχίσουμε την ανάλυση υπολογίζοντας την 

ενθαλπία, την εσωτερική ενέργεια και την εντροπία των πραγματικών 

αερίων, βάσει των γενικών σχέσεων για τις du, dh και ds που 

αναπτύξαμε προηγουμένως. 
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Μεταβολή της ενθαλπίας πραγματικών αερίων 

Η ενθαλπία ενός πραγματικού 

αερίου εξαρτάται από την πίεσή του 

και τη θερμοκρασία του. Επομένως, 

η μεταβολή της ενθαλπίας ενός 

πραγματικού αερίου κατά τη 

διάρκεια μιας διεργασίας δίνεται 

από τη σχέση: 

Σε μια ισοθερμοκρασιακή διεργασία 

είναι dT = 0, οπότε απαλείφεται ο 

1ος όρος. Σε μια ισόθλιπτη 

διεργασία είναι dP = 0, aοπότε 

απαλείφεται ο 2ος όρος. 

Εναλλακτική διαδρομή μιας διεργασίας, για την εκτίμηση 

της μεταβολής της ενθαλπίας ενός πραγματικού αερίου 

μεταξύ των καταστάσεων 1 και 2. 
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Συμβολίζοντας με αστερίσκο (*) την κατάσταση ιδανικού αερίου, μπορούμε να 

γράφουμε τη μεταβολή της ενθαλπίας ενός ιδανικού αερίου μεταξύ των καταστάσεων 

1 και 2 ως: 

Η διαφορά μεταξύ της h και της h* καλείται 

απόκλιση ενθαλπίας κι αντιπροσωπεύει τη 

μεταβολή της ενθαλπίας ενός αερίου με την πίεση 

υπό δεδομένη θερμοκρασία. Ο υπολογισμός της 

απόκλισης ενθαλπίας απαιτεί γνώση της P-v-T 

συμπεριφοράς του αερίου. Αν δεν έχουμε στοιχεία 

για αυτή, τότε μπορούμε να χρησιμοποιούμε τη 

σχέση Pv = ZRT, όπου Z είναι ο συντελεστής 

συμπιεστότητας. Αντικαθιστώντας έχουμε: 
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Συντελεστής απόκλισης ενθαλπίας 

Οι τιμές του Zh συναρτήσει της PR και της TR δίνονται γραφικά στο γενικευμένο 

διάγραμμα απόκλισης ενθαλπίας. 

Ο Zh χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της απόκλισης ενθαλπίας ενός αερίου 

υπό δεδομένες πίεση και θερμοκρασία σε σχέση με την ενθαλπία ενός ιδανικού 

αερίου υπό την ίδια θερμοκρασία. 

από πίνακες ιδανικών αερίων 

Μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας πραγματικών αερίων 

Σε ιδανικό αέριο μεταξύ 

των καταστάσεων 1 και 2. 

Με βάση τον ορισμό, 
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Μεταβολή της εντροπίας πραγματικών αερίων 

Γενική σχέση για την ds 

Προσέγγιση με βάση το σχήμα: 

Κατά την ισοθερμοκρασιακή μεταβολή 

Εναλλακτική διαδρομή μιας διεργασίας, για την 

εκτίμηση της μεταβολής της εντροπίας ενός 

πραγματικού αερίου μεταξύ των καταστάσεων 1 

και 2. 
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Απόκλιση εντροπίας 

Συντελεστής απόκλισης 

εντροπίας 

Οι τιμές του Zs συναρτήσει της PR και της TR δίνονται γραφικά στο γενικευμένο 

διάγραμμα απόκλισης εντροπίας. 

Ο Zs χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της απόκλισης εντροπίας ενός αερίου 

υπό δεδομένες πίεση και θερμοκρασία σε σχέση με την εντροπία ενός ιδανικού 

αερίου υπό την ίδια θερμοκρασία. 

Διεργασία 1 – 2 ιδανικού αερίου 

(Βάσει των σχέσεων ιδανικού αερίου) 
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