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Απειροστικός Λογισµός ΙΙ - Εαρινό 2025

Ακολουθίες Συναρτήσεων - Ασκήσεις

΄Ασκηση 1

Εξετάστε ως προς την οµοιόµορφη σύγκλιση τις ακολουθίες :

(i) fn(x) =
x2

(1+x2)n
, x ∈ R,

(ii) fn(x) =
sin(nx)√

n
, x ∈ R,

(iii) fn(x) = nx(1− x2)n, x ∈ [0, 1],

(iv) fn(x) = n2x(1− x2)n, x ∈ [0, 1],

(v) fn(x) =
1

nx+1
, x ∈ (0, 1),

(vi) fn(x) =
nx

nx2+1
, x ∈ (0, 1),

(vii) fn(x) =
1

x2+n2 , x ∈ R,

(viii) fn(x) =
x

x2+n2 , x ∈ R,

(ix) fn(x) = cos nπ
1+x2 , x ∈ [−1, 1],

(x) fn(x) = (1 + x2)ex/n, x ∈ [0, 1].

΄Ασκηση 2

∆είξτε ότι η {fn}n∈N συγκλίνει οµοιόµορφα αν και µόνο αν :

∀ ϵ > 0, ∃ n0 ∈ N τέτοιος ώστε sup
x∈I

|fn(x)− fm(x)| ≤ ϵ ∀ n,m ≥ n0.

΄Ασκηση 3

΄Εστω f ∈ C([0, 1]). ∆είξτε ότι :

f(0) = lim
n→∞

∫ 1

0

ne−nxf(x) dx και f(1) = lim
n→∞

∫ 1

0

nxnf(x) dx.

[Υπόδειξη : π.χ. για το πρώτο, παρατηρείστε αρχικά ότι limn→∞
∫ 1

0
ne−nxf(0) dx =

f(0), άρα αρκεί να δείξει κανείς ότι limn→∞
∫ 1

0
ne−nx(f(x)− f(0)) dx = 0.]
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