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Απειροστικός Λογισµός ΙΙ - Εαρινό 2025

Ολοκλήρωµα Riemann - Ασκήσεις

΄Ασκηση 1

Υπολογίστε τα :

(i)
∫ 1

0
ex

e2x+2ex+1
dx, (ii)

∫ 1

0
x(1− x)2025 dx,

(iii)
∫ 1

0
x2
√
1− x2 dx, (iv)

∫∞
0

x2e−x dx.

΄Ασκηση 2

(i) ΄Εστω f ∈ C([0, 1]) µε f ≥ 0 και
∫ 1

0
f = 0. ∆είξτε ότι f = 0 στο [0, 1].

(ii) ΄Εστω g ∈ C([0, 1]) και
∫ 1

0
gh = 0 για κάθε h ∈ C([0, 1]). ∆είξτε ότι g = 0

στο [0, 1].

΄Ασκηση 3

(i) ΄Εστω f ∈ C([0, 1)) µε

1

x

∫ x

0

f =
1

ln(1/x)
∀ x ∈ (0, 1).

Να ϐρείτε τα f(0) και limx↑1 f(x).

(ii) ΄Εστω g ∈ C([0, 1]) µε

1

x2 − x

∫ x2

x

g = ex − 1 ∀ x ∈ (0, 1).

Να ϐρείτε τα g(0) και g(1).
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΄Ασκηση 4

Να δειχτεί ότι :

(i)
∫ 1

0
(lnx)n dx = (−1)nn!

(ii)
∫ π/2

0
(sinx)n dx =

∫ π/2

0
(cosx)n dx = (n−1)!!

n!!

{ 1 αν n : περιττός
π/2 αν n : άρτιος

, όπου

µε το συµβολισµό “k!!” για κάποιο k ∈ N, εννούµε το γινόµενο όλων των
άρτιων µέχρι και το k αν ο k είναι άρτιος ή το γινόµενο όλων των περιττών
µέχρι και το k αν ο k είναι περιττός.

΄Ασκηση 5

΄Εστω f : [0,∞) → R µε τις ακόλουθες ιδιότητες :

(1) f(0) = 0, f(t) > 0 για t > 0, limt→∞ f(t) = ∞.

(2) Είναι αύξουσα, δηλ. s > t ≥ 0 ⇒ f(s) ≥ f(t).

(3) Είναι δεξιά συνεχής στο [0,∞), δηλ. lims→t+ f(s) = f(t) ∀ t ∈ [0,∞).

Ορίζουµε την F (t) :=
∫ t

0
f , t ∈ [0,∞). ∆είξτε ότι

(P1) Η F είναι συνεχής στο [0,∞).

(P2) Η F είναι γνησίως αύξουσα, δηλ. s > t ≥ 0 ⇒ F (s) > F (t).

(P3) Η F είναι κυρτή, δηλ. s, t ≥ 0, λ ∈ [0, 1] ⇒

F (λs+ (1− λ)t) ≤ λF (s) + (1− λ)F (t).

(P4) limt→0+
F (t)
t

= 0, και limt→∞
F (t)
t

= ∞.

(P5) s > t > 0 ⇒ F (s)
s

> F (t)
t

.

΄Ασκηση 6

Να δειχτεί ότι :

(i)
∫ e

0
(1− lnx)−p dx = eΓ(1− p), όπου p < 1.

(ii)
∫∞
0

x−p/2e−r2/(4x) dx = (2/r)p−2Γ(p/2− 1), όπου p > 2 και r > 0.
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΄Ασκηση 7

Υποθέτουµε ότι για την f ∈ C1([α, β]) είναι f(α) = f(β) = 0 και∫ β

α

f 2 = 1.

Αποδείξτε ότι ∫ β

α

xf(x)f ′(x) = −1

2
,

και ότι ∫ β

α

(f ′(x))2 dx

∫ β

α

x2(f(x))2 dx >
1

4
.

΄Ασκηση 8

Να υπολογίσετε τα :

(i)
∫ π/3

π/4
ln(tanx)
sin(2x)

dx,

(ii)
∫ 1

0
x√
4−x4 dx,

(iii)
∫ 1

0

√
1 + x2 dx.

΄Ασκηση 9

΄Εστω f ∈ C(R). ∆είξτε ότι :∫ x

0

(∫ t

0

f
)
dt =

∫ x

0

(x− t)f(t) dt ∀ x ∈ R.

΄Ασκηση 10

Βρείτε την (f−1)′(0) αν:

(i) f(x) =
∫ x

0
(1 + sin(sin t)) dt,

(ii) f(x) =
∫ x

1
sin(sin t) dt.
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