
Θεωρία Τελεστών - Εαρινό 2024
∆ιδάσκων: Γ. Ψαραδάκης, Γραϕείο 118 email: gpsaradakis@uowm.gr

Πρόγραµµα: Τρίτη (Β5) και Πέµπτη (Β12), 16:00-18:00

Σύγγραµµα: Εισαγωγή στη Θεωρία Τελεστών - Α. Κατάβολος

∆ιάρκεια µαθηµάτων: 13 εβδοµάδες (19 Φεβρουαρίου - 26 Απριλίου και 13 Μαΐου - 31 Μαΐου)

Ηµερολόγιο Μαθήµατος

ΤΡΙΤΗ 20/02

Προπαρασκευαστικό υλικό: απεικονίσεις (αντίστροϕη εικόνα, ένα προς ένα, επί, περιορισµός, επέκτα-
ση), inf/sup και ο µεταβολικός ορισµός τους.K-διανυσµατικοί χώροι (K-δ.χ.), όπουK = R ήC.

ΜΕΡΟΣ Ι: Χώροι Hilbert.

§1.1.K-δ.χ. µε εσωτερικό γινόµενο (ε.γ.). Απόδειξη ανισότητας Cauchy-Schwarz (αν. CS).

ΤΕΤΑΡΤΗ 21/02

∆ώσαµε την λίγο πιό απλή απόδειξη της αν. CS στην περίπτωσηR-δ.χ. και τονίσαµε τη διαϕορές όταν
K = C. Η περίπτωση της ισότητας στην αν. CS. Παραδείγµατα δ.χ. µε ε.γ. (R3, θετικά ορισµένοι
πίνακες A και το ε.γ. ⟨x⃗, y⃗⟩ := x⃗A(y⃗)t στον R3 και γενικότερα στον Rd µε d ∈ N, Cd, coo, ℓ2,
C([a, b];C)) και η µορϕή της αν. CS σε καθένα απ΄ αυτά.

ΤΡΙΤΗ 27/02

K-δ.χ. µε νόρµα. Επαγόµενη νόρµα σεK-δ.χ. µε ε.γ. - απόδειξη. Ορισµός συνέχειας συνάρτησης µε-
ταξύ µετρικών χώρων (µ.χ.)1. Ορισµός ακολουθιακής συνέχειας συνάρτησης µεταξύ µ.χ.2. Η απόδειξη
της ισοδυναµίας των δυο ορισµών3.

1Η f : (X, dX) → (Y, dY ) θα λέγεται συνεχής στο x0 ∈ X όταν ∀ ϵ > 0, ∃ δ(= δ(ϵ)) > 0 τ.ώ. dX(x, x0) <
δ ⇒ dY (f(x), f(x0)) < ϵ.

2Η f : (X, dX) → (Y, dY ) θα λέγεται ακολουθιακά συνεχής στο x0 ∈ X όταν ∀ {xn ∈ X}n∈N, µε xn
dX−−→ x0

καθώς n → ∞, έχουµε f(xn)
dY−−→ f(x0) καθώς n → ∞.

3Αν µια f : (X, dX) → (Y, dY ) είναι ακολουθιακά συνεχής στο x0 ∈ X αλλά δεν είναι συνεχής σε αυτό, τότε

∃ ϵ > 0 τ.ώ. ∀ δ > 0, ∃ xδ ∈ X µε dX(x, x0) < δ αλλά dY (f(x), f(x0)) ≥ ϵ.

Για δ = 1/n, n ∈ N, παίρνουµε µια ακολουθία {xn ∈ X}n∈N τ.ώ. dX(xn, x0) < 1/n αλλά dY (f(xn), f(x0)) ≥
ϵ. ∆ηλαδή xn

dX−−→ x0 καθώς n → ∞, αλλά f(xn)
dY↛ f(x0) καθώς n → ∞. ΄Ατοπο. Αντιστρόϕως, έστω η

f : (X, dX) → (Y, dY ) είναι συνεχής στο x0 ∈ X αλλά δεν είναι ακολουθιακά συνεχής σε αυτό. ∆οθέντος ϵ > 0,

∃ δ(= δ(ϵ)) > 0 τ.ώ. dX(x, x0) < δ ⇒ dY (f(x), f(x0)) < ϵ. (∗)

Αν {xn ∈ X}n∈N, µε xn
dX−−→ x0 καθώς n → ∞, τότε ∃N(= N(δ) = N(δ(ϵ))) ∈ N τ.ώ. dX(xn, x0) < δ

∀ n ≥ N . Από την (∗) πέρνουµε dY (f(xn), f(x0)) < ϵ ∀ n ≥ N , δηλαδή f(xn)
dY−−→ f(x0) καθώς n → ∞. ■
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ΤΡΙΤΗ 05/03

§1.2. Ορθοκανονικές οικογένειες σε έναK-δ.χ. µε ε.γ..

Ορισµός. Αν E είναιK-δ.χ., ένα F ⊆ E θα λέγεται υπόχωρος του E όταν για κάθε λ ∈ K και για
κάθε x, y ∈ F , έχουµε λx+µy ∈ F (έπεται ότι τοF είναι γραµµικός χώρος (µε τις ίδιες πράξεις) ).

Ορισµός. Έστω F είναιK-δ.χ. και n ∈ N. Ο F θα λέγεται n-διάσταστος όταν
(i) περιέχει n το πλήθος γραµµικά ανεξάρτητα στοιχεία, και
(ii) οποιαδήποτε n+ k, k ∈ N, στοιχεία του είναι γραµµικώς εξαρτηµένα.

Έστω n ∈ N. Αποδείξαµε ότι ανE είναιK-δ.χ. µε ε.γ. και F είναι ένας n-διάσταστος υπόχωρος του
E, τότε για κάθε x ∈ F έχουµε τις αναπαραστάσεις4

x =
n∑

k=1

⟨x, ek⟩ek και ∥x∥ =

√√√√ n∑
k=1

|⟨x, ek⟩|2,

όπου {e1, ..., en ∈ F} είναι µια ορθοκανονική βάση τουF (η οποία κατασκευάζεται από τη βάση του
F µέσω της διαδικασίας Gram-Schmidt).

ΤΕΤΑΡΤΗ 06/03

Αποδείξαµε το Λήµµα 1.2.4 (κάθε στοιχείο ενός K-δ.χ. µε ε.γ. E, έχει µοναδική προβολή σε κάθε
n-διάστατο υπόχωρο), και τις Προτάσεις 1.2.6, 1.2.7.

ΤΡΙΤΗ 12/03

§1.3. Χώροι Hilbert. Παραδείγµατα. Κάθε χώρος µε εσωτερικό γινόµενο και dim(E) < ∞ είναι
χώρος Hilbert. Για την απόδειξη, χρειαστήκαµε το γεγονός ότι σε δ.χ. πεπερασµένης διάστασης, όλες
οι νόρµες είναι ισοδύναµες, το οποίο και αποδείξαµε.

ΤΕΤΑΡΤΗ 13/03

Παραδείγµατα χώρων Hilbert. Αποδείξαµε ότι ο ℓ2(K) είναι χώρος Hilbert και ότι ο coo(K) είναι
πυκνός υπόχωρός του.

ΤΡΙΤΗ 19/03

§1.4. Η πλήρωση χώρου µε ε.γ.. §1.5. Ορθογώνιες διασπάσεις. Αποδείξαµε τις Προτάσεις 1.5.1
(πλησιέστερο διάνυσµα) και 1.5.2 (κάθετα διανύσµατα σε κλειστό υπόχωρο χώρου Hilbert).

ΤΕΤΑΡΤΗ 20/03

Αποδείξαµε ταΠορίσµατα1.5.3 (ύπαρξη καθέτου διανύσµατος) και1.5.4 (για ένα γραµµικό υπόχωρο
F ενός χώρουHilbertH έχουµε: F = H ⇔ F⊥ = {OH}, όπουF⊥ είναι ο κάθετος υπόχωρος του
F ). Αποδείξαµε ότι οF⊥ είναι πάντα κλειστός. Αποδείξαµε τοΘεώρηµα1.5.6 (ορθογώνια διάσπαση)
και το Πόρισµα 1.5.7 (ορθή προβολή).

4όπως όταν F = Rd καιE = Rn µε d ≥ n
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ΤΡΙΤΗ 26/03

Ορισµός του δυϊκού χώρουE∗ για έναν δ.χ. µε νόρµαE. ΤοΘεώρηµα Αναπαράστασης του Riesz για
χώρους Hilbert:

∀ f ∈ H∗, ∃! xf ∈ H τέτοιο ώστε f(y) = ⟨y, xf ⟩ ∀ y ∈ H.

Επιπλέον, sup∥x∥H≤1 |f(x)| =: ∥f∥ = ∥xf∥.

ΤΕΤΑΡΤΗ 27/03

Συζητήσαµε το περιεχόµενο των §1.7 και §1.8 (χωρίς αναλυτικές αποδείξεις).

ΤΡΙΤΗ 02/04

ΜΕΡΟΣ ΙΙ: Φραγµένοι Γραµµικοί Τελεστές

§2.1. Αποδείξαµε το Θεώρηµα 2.1.1 (ισοδύναµες συνθήκες για να είναι µια γραµµική απεικόνιση µε-
ταξύ χώρων µε νόρµα ϕραγµένη). Αποδείξαµε την Πρόταση 2.1.2 (ισοδύναµοι ορισµοί νόρµας τελε-
στή). Αποδείξαµε την Πρόταση 2.1.4 (επέκταση ϕραγµένου γραµµικού τελεστή ορισµένου σε πυκνό
υπόχωρο ενός χώρου µε νόρµα).

ΤΕΤΑΡΤΗ 03/04

§2.2. Χώροι τελεστών. Αποδείξαµε την Πρόταση 2.2.2: αν (E, ∥ · ∥E) και (F, ∥ · ∥F ) είναιK-δ.χ.
µε νόρµα, τότε ο χώρος (B(E;F ), ∥ · ∥) είναιK-δ.χ. µε νόρµα, και είναι πλήρης αν οF είναι πλήρης
(άρα ο δυϊκός E∗ = B(E;K) ενός K-δ.χ. µε νόρµα E, είναι πάντα πλήρης). Σύνθεση ϕραγµένων
γραµµικών τελεστών.

ΤΡΙΤΗ 09/04

§2.3. Sesquilinear µορϕές (συµβ. (H1 × H2)
∗) και ο συζυγής τελεστής. Αποδείξαµε το θεώρηµα

αναπαράστασης για ϕραγµένες sesquilinear µορϕές (Θεώρηµα 2.3.1):

∀φ ∈ (H1×H2)
∗, ∃!Tφ ∈ B(H1, H2) τ.ώ. φ(x, y) = ⟨Tφ(x), y⟩H2

∀ (x, y) ∈ H1×H2.

Επιπλέον,

sup
∥x∥1,∥y∥2≤1

|⟨Tφ(x), y⟩H2
| =: ∥Tφ∥ = ∥φ∥ := sup

∥x∥1,∥y∥2≤1
|φ(x, y)|.

ΤΕΤΑΡΤΗ 10/04

Αποδείξαµε τις προτάσεις 2.3.3 και 2.3.4.

ΤΡΙΤΗ 16/04

§2.3.1Ο συζυγής ενός τελεστή (Θεώρηµα 2.3.5):

∀T ∈ B(H1, H2), ∃!T ∗ ∈ B(H2, H1) τ.ώ. ⟨T ∗(x2), x1⟩H1
= ⟨x2, T (x1)⟩H2

∀x1 ∈ H1, x2 ∈ H2.

Ιδιότητες του συζυγή τελεστή - Πρόταση 2.3.7.

3



ΤΕΤΑΡΤΗ 17/04

§2.4Ειδικές κατηγορίες τελεστών σε ένα χώροHilbert και οι σχέσεις µεταξύ τους. Πρόταση 2.4.4 και
2.4.5.

ΤΡΙΤΗ 23/045

ΜΕΡΟΣ ΙΙΙ: Αντιστρέψιµοι Τελεστές - Φάσµα Τελεστή

ΈστωX είναιK-δ.χ. µε ε.γ. και ∅ ≠ S ⊆ X . Ξαναείδαµε τον ορισµό του ορθογωνίου συµπληρώµα-
τος του S:

S⊥ := {x ∈ X | ⟨x, s⟩ = 0 ∀ s ∈ S}.

Αποδείξαµε απλές ιδιότητές του:

(i) ο S⊥ είναι κλειστός υπόσωρος τουX ,

(ii) S1 ⊆ S2 ⇒ S⊥
2 ⊆ S⊥

1 ,

(iii) S ⊆ (S⊥)⊥,

(iv) S⊥ = ((S⊥)⊥)⊥,

(v) S̄ = X ⇒ S⊥ = {0X}.

Υπενθυµίζουµε ότι έχουµε αποδείξει ότι ισχύει και το αντίστροϕο στην (v), στην περίπτωση όπουX
είναι χώρος Hilbert και το S είναι υπόχωρός του (βλ. Πόρισµα 1.5.4-Τετάρτη 20/03). Επίσης έχουµε
αποδείξει ότι ανM είναι ένας κλειστός υπόχωρος ενός χώρου HilbertH , τότεH = M ⊕M⊥ (βλ.
Θεώρηµα 1.5.6-Τετάρτη 20/03). Χρησιµοποιώντας ταπαραπάνω, αποδείξαµε ότι έχουµε ισότητα στην
(iii) στην περίπτωση όπουX είναι χώρος Hilbert και το S είναι κλειστός υπόχωρός του.

ΤΕΤΑΡΤΗ 24/04

Έστω X είναι K-δ.χ. µε ε.γ. και ∅ ≠ S ⊆ X . Αποδείξαµε ότι ο (S⊥)⊥ είναι ο µικρότερος
κλειστός υπόχωρος τουX που περιέχει το S. Σχέσεις µεταξύ του πυρήνα και της εικόνας ενός ϕραγ-
µένου γραµµικού τελεστή και του συζυγή του. Αποδείξαµε ότι για έναν αυτοσυζυγή τελεστήT , έχουµε
H = Ker(T )⊕ Im(T ).

ΚΑΛΟΠΑΣΧΑ!

ΤΡΙΤΗ 14/05

Αντιστρέψιµοι τελεστές. Χαρακτηρισµοί ύπαξης του αντιστόϕου τελεστή. ΄Υπαρξη αντιστρόϕου του
συζυγή ενός τελεστή.

ΤΕΤΑΡΤΗ 15/05

ΈστωX είναι χ. Banach. Αποδείξαµε ότι ανA ∈ B(X) µε ∥A∥ < 1, τότε υπάρχει ο (I −A)−1 =∑∞
n=0A

n και ∥(I − A)−1∥ ≤ (1 − ∥A∥)−1. Αποδείξαµε ότι το σύνολο των αντιστρέψιµων
τελεστών Bαντ.(X) είναι ανοικτό υποσύνολο του χώρου των τελεστών B(X).

5από αυτό το σηµείο και µέχρι το τέλος του εξαµήνου, θα ακολουθούµε σηµειώσεις µου
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ΤΡΙΤΗ 21/05

∆εν έγινε µάθηµα.

ΤΕΤΑΡΤΗ 22/05

Φοιτητικές εκλογές!

ΤΡΙΤΗ 28/05

Φάσµα τελεστή. ∆ιαµέριση του ϕάσµατος. Ιδιότητες.

ΤΕΤΑΡΤΗ 29/05

Σύνοψη της ύλης του µαθήµατος.
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