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∆εύτερο Σετ Ασκήσεων

΄Ασκηση 1 Σ΄ένα διανυσµατικό χώρο µε εσωτερικό γινόµενο δείξτε ότι

(i) ⟨x, y⟩ = 0 ⇔ ∥x+ λy∥ = ∥x− λy∥ ∀λ ∈ C.

(ii) ∥y∥ = ∥λx+ y∥ ∀λ ∈ C ⇔ x ⊥ y.

΄Ασκηση 2Να δείξετε οτι ανM,N είναι κλειστοί υπόχωροι ενός χώρου Hilbert καιM ⊥ N , τότε ο
χώροςM +N είναι κλειστός.

΄Ασκηση 3ΈστωM ένας κλειστός υπόχωρος ενός χώρου HilbertH ,m ∈ M και h ∈ H . ΑνPMh
είναι η ορθή προβολή του h επί τουM , δείξτε ότιm ⊥ PMh ⇔ m ⊥ h.

΄Ασκηση 4∆είξτε ότι για δύο κλειστούς υπόχωρουςM,N ενός χώρου Hilbert, ισχύουν

(i) (M +N)⊥ = M⊥ ∩N⊥.

(ii) (M ∩N)⊥ = M⊥ +N⊥.

΄Ασκηση 5 ΈστωM ένας κλειστός υπόχωρος ενός χώρουHilbertH . ∆είξτε ότι, ανM ̸= H , τότε
M⊥ ̸= ∅ και ότι αυτό δεν ισχύει απαραίτητα αν ο υπόχωροςM δεν είναι κλειστός.
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