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07/02/2025 - Εµβόλιµη εξέταση στο ‘‘Απειροστικός Λογισµός IV’’ (ΜΥ 41)

ΘΕΜΑ 1 [1/10]

Υπολογίστε το

lim
R→∞

∫ R

0

∫ R

y

e−x2

dxdy.

ΘΕΜΑ 2 [1,5/10]

Αποδείξτε ότι ο όγκος V (Kh,R) που περικλείει ένας κώνος Kh,R ύψους h > 0 και ακτίνας
R > 0 σε αυτό το ύψος, δίνεται από τον τύπο

V (Kh,R) =
1

3
πhR2.

(Υπόδειξη: χ.π.τ.γ., πάρτεKh,R = {(x, y, z) ∈ R3 :
√
x2 + y2 = R

h
z, 0 ≤ z ≤ h}.)

ΘΕΜΑ 3 [2/10]

(Α) Να δειχτεί ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
C F⃗ , όπου

F⃗ =
(1 + y2

x3
,−1 + x2

x2
y
)
, (x, y) ∈ D := {(x, y) ∈ R2 : x > 0},

είναι ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης για όλες τις οµαλές καµπύλες τουD.

(Β) Να υπολογίσετε το
∫
C F⃗ , όπου C είναι µια οµαλή καµπύλη τουD µε αρχή το (1, 0) και

τέλος το (2, 1).

ΘΕΜΑ 4 [1/10]

Υπολογίστε το επιϕανειακό ολοκλήρωµα
∫
S
y, όπου

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | z = 1 + xy, (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]

}
.

ΘΕΜΑ 5 [2/10]

Να επαληθεύσετε το Θ. Stokes για το διανυσµατικό πεδίο F⃗ : R3 → R3 µε τύπο F⃗ =
(z, x, y), στη µισή σϕαίρα x2 + y2 + z2 = R2 που κείται πάνω απο το xy-επίπεδο.



ΘΕΜΑ 6 [1,25/10+1,25/10=2,5/10]

Χρησιµοποιώντας το Θ.Gauss, υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫
Ω
divF⃗ ,

όπου Ω :=
{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 2, z ∈ [0, 1]

}
,

και F⃗ (x, y, z) :=
(
4−(x2+y2)2, 4−x2−y2, z

)
, (x, y, z) ∈ R3.

(ii)
∫
∂Ω

f ,
όπου Ω :=

{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ R2

}
,

και f(x, y, z) := x2z2 + x2y2 + y2z2, (x, y, z) ∈ R3.

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ
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ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y) ∈ R2, ∃!(ρ, ϑ) ∈ [0,∞)× [0, 2π) ώστε

{
x = ρ cosϑ

y = ρ sinϑ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = ρ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση κύκλου κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

σ⃗(ϑ) = (ρ cosϑ, ρ sinϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π).

Είναι τότε
σ⃗′(ϑ) = ρ(− sinϑ, cosϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π),

εποµένως
∥σ⃗′(ϑ)∥ = ρ, ϑ ∈ [0, 2π).

ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y, z) ∈ R3, ∃!(ρ, ϑ, φ) ∈ [0,∞)×[0, 2π)×[0, π) ώστε


x = ρ sinφ cosϑ

y = ρ sinφ sinϑ

z = ρ cosφ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = −ρ2 sinφ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2 + z2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση της σϕαίρας κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

Φ⃗(ϑ, φ) = (ρ sinφ cosϑ, ρ sinφ sinϑ, ρ cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).

Είναι τότε(
Φ⃗ϑ×Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) = −ρ2 sinφ(sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)×[0, π),

εποµένως

∥
(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ)∥ = ρ2 sinφ, (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).


