
Απειροστικός Λογισµός IV - Εαρινό 2024
∆ιδάσκων: Γ. Ψαραδάκης, Γραϕείο 118 email: gpsaradakis@uowm.gr

Πρόγραµµα: Τρίτη 09:00-11:00 στη Β5 και Τετάρτη 09:00-12:00 στη Β5

Σύγγραµµα: J. Marsden, A. Tromba - ∆ιανυσµατικός Λογισµός, Π.Ε.Κ. 2017

΄Υλη: Κεϕάλαια 5, 6, 7 και 8

∆ιάρκεια µαθηµάτων: 13 εβδοµάδες (19 Φεβρουαρίου - 26 Απριλίου και 13 Μαΐου - 31 Μαΐου)

Ηµερολόγιο Μαθήµατος

ΤΡΙΤΗ 20/02

§5.1. ∆ιπλό ολοκλήρωµα µη αρνητικής συνεχούς συνάρτησης ορισµένης σε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, ως
όγκος στερεού που βρίσκεται κάτω απο το γράϕηµά της. Αρχή τουCavalieri και εϕαρµογή αυτής στον παραπάνω

ορισµό διπλού ολοκληρώµατος - Θεώρηµα Fubini. Βασικά παραδείγµατα.

ΤΕΤΑΡΤΗ 21/02

§5.2. ∆ιπλό ολοκλήρωµα ϕραγµένης συνάρτησης ορισµένης σε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο, ως όριο αθροι-
σµάτων Riemann. Συµβατότητα µε τον ορισµό του διπλού ολοκληρώµατος απο το προηγούµενο µάθηµα. Οι

συνεχείς συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιµες (χωρίς απόδειξη). Οι συναρτήσεις που το σύνολο σηµείων ασυνέχειάς

τους δηµιουργείται από πεπερασµένη ένωση γραϕηµάτων συνεχών συναρτήσεων, είναι ολοκληρώσιµες (χωρίς α-

πόδειξη). Αναδιατύπωση τουΘ. Fubini για συνεχείς συναρτήσεις και για ϕραγµένες συναρτήσεις που το σύνολο

σηµείων ασυνέχειάς τους δηµιουργείται από πεπερασµένη ένωση γραϕηµάτων συνεχών συναρτήσεων. Αιτιολο-

γήσαµε την αποτυχία το Θ. Fubini για τη συνάρτηση f(x, y) = (x2 − y2)/(x2 + y2)2 στο [0, 1]× [0, 1].

ΤΡΙΤΗ 27/02

Ανασκόπηση των ορισµών και θεωρηµάτων της προηγούµενης εβδοµάδας. Απόδειξη του Θ. Fubini. §5.3 ∆ι-
πλό ολοκλήρωµα σε πιο γενικά χωρία. ∆ιπλό ολοκλήρωµα συνεχούς συνάρτησης ορισµένης σε χωρία τύπου 1,
τύπου 2 και τύπου 3: έστω ϕ1, ϕ2 ∈ C([a, b]) µε ϕ1 ≤ ϕ2 στο [a, b], και ψ1, ψ2 ∈ C([c, d]) µε ψ1 ≤ ψ2

στο [c, d], τότε

χωρίο τύπου 1 :

{
a ≤ x ≤ b

ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x)

χωρίο τύπου 2 :

{
c ≤ y ≤ d

ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)

χωρίο τύπου 3 : χωρίο τύπου 1 και 2 ταυτόχρονα.

ΤΕΤΑΡΤΗ 28/02

Ασκήσεις µε αλλαγή στη σειρά ολοκλήρωσης από τις παραγράϕους §5.3 και §5.4.

ΤΡΙΤΗ 05/03

Εκτιµήσεις διπλών ολοκληρωµάτων. Θεώρηµα µέσης τιµής για διπλά ολοκληρώµατα. Ασκήσεις και υποδείξεις

ασκήσεων πρώτου ϕυλλαδίου. Λύσαµε την ΄Ασκηση 18 από τη σελίδα 2941.

12
∫ b
a

∫ b
x f(x)f(y)dydx = −2

∫ b
a f(x)

∫ x
b f(y)dydx = −

∫ b
a

d
dx

[( ∫ x
b f(y)dy

)2]
dx = −

( ∫ x
b f(y)dy

)2∣∣x=b

x=a
=( ∫ b

a f(y)dy
)2

1

gpsaradakis@uowm.gr


ΤΕΤΑΡΤΗ 06/03

§5.5Τριπλό ολοκλήρωµαϕραγµένης συνάρτησης ορισµένης σε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο (µέσω ορίου αθροι-
σµάτων Riemann) και υπολογισµός αυτού µέσω επάλληλων ολοκληρωµάτων. Τριπλό ολοκλήρωµα συνεχούς

συνάρτησης ορισµένης σε χωρία τύπου Ι, τύπου ΙΙ και τύπου ΙΙΙ:

χωρίο τύπου I : γ1(x, y) ≤ z ≤ γ2(x, y) ∀ (x, y) ∈ D ⊂ R2, όπου τοD είναι τύπου 1 ή 2,

χωρίο τύπου II : γ1(y, z) ≤ x ≤ γ2(y, z) ∀ (y, z) ∈ D ⊂ R2, όπου τοD είναι τύπου 1 ή 2,

χωρίο τύπου III : γ1(x, z) ≤ y ≤ γ2(x, z) ∀ (x, z) ∈ D ⊂ R2, όπου τοD είναι τύπου 1 ή 2,

χωρίο τύπου IV : χωρίο τύπου I, II και III ταυτόχρονα.

Παραδείγµατα.

ΤΡΙΤΗ 12/03

Περιγράψαµε ως τύπου Ι το σϕαιρικό καπάκι ύψους h σε σϕαίρα ακτίνας R > h (συµβ. Sh
R), και το χωνάκι

ύψους t και κλίσηςλ > 0 (συµβ. Ct
λ). Στη συνέχεια υπολογίσαµε τον όγκο τους: όγκος(S

h
R) = πh2
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R− h
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,

και όγκος(Ct
λ) =

π
λ2

t3

3 . Βάλαµε σϕαιρικό καπάκι πάνω στο χωνάκι παίρνοντας t = R−h. Βρήκαµε τον όγκο
του στερεού που ϕράσσεται από τη µοναδιαία µπάλα κέντρου 0R3 και το παραβολοειδές z =

√
2(x2 + y2).

Λύσαµε την εξής άσκηση του βιβλίου: ∆είξτε ότι αν η f είναι συνεχής, τότε

lim
ρ→0

1

όγκος(Bρ)

∫
Bρ

f = f(κέντρου τηςBρ).

ΤΕΤΑΡΤΗ 13/03

§6.1 Η γεωµετρία των απεικονίσεων από τον R2
στον R2

. Ένα προς ένα και επί, C1
-οµαλές απεικονίσεις α-

πο τον R2
στον R2

- Παραδείγµατα. §6.2Παρουσίαση του θεωρήµατος αλλαγής µεταβλητών για διπλά και

τριπλά ολοκληρώµατα, σε αντιπαραβολή µε αυτό που γνωρίζουµε για συναρτήσεις µιας µεταβλητής. Μετασχη-

µατισµός σε πολικές/σϕαιρικές συντεταγµένες. Αιτιολόγηση των εξισώσεων και υπολογισµός της ορίζουσας του

Ιακωβιανού πίνακα.

ΤΡΙΤΗ 19/03

Το µάθηµα δεν έγινε λόγω ανειληµµένων υποχρεώσεων του διδάσκοντα.

ΤΕΤΑΡΤΗ 20/03

Λύσαµε ασκήσεις πάνω στην αλλαγή µεταβλητών σε διπλά και τριπλά ολοκληρώµατα.

ΤΡΙΤΗ 26/03

Λύσαµε ασκήσεις από το βιβλίο (§6.2). Υπολογίσαµε τον όγκο του στερεού του Viviani (προκύπτει απο την
τοµή σϕαίρας µε ακτίνα a και κυλίνδρου ακτίνας a/2 ο οποίος εϕάπτεται εσωτερικά της σϕαίρας), καθώς και
τον όγκο του στερεού του Steinmetz (προκύπτει απο την κάθετη τοµή δύο ίδιων κυλίνδρων).

ΤΕΤΑΡΤΗ 27/03

Καµπύλες στονR3
, συνεχείς/παραγωγίσιµες/C1

καµπύλες, διάνυσµα ταχύτητας της καµπύλης, ταχύτητα κα-

µπύλης, µήκος καµπύλης και αιτιολόγηση του τύπου µέσω απειροστικού λογισµού. Λύσαµε τις ασκήσεις 1-8 της

§7.1.

ΤΡΙΤΗ 02/04

§7.1 Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα βαθµωτής συνάρτησης. Ασκήσεις. §7.2 Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα διανυσµα-
τικής συνάρτησης - Μέρος 1ο. Ασκήσεις.
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ΤΕΤΑΡΤΗ 03/04

Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα διανυσµατικής συνάρτησης - Μέρος 2ο. Ασκήσεις.

ΤΡΙΤΗ 09/04

Παραµετρικοποίηση επιϕανειών τουR3.Παραδείγµατα.

ΤΕΤΑΡΤΗ 10/04

Εµβαδό παραµετρικοποιηµένης επιϕάνειας. Παραδείγµατα.

ΤΡΙΤΗ 16/04

§7.5 Επιϕανειακό ολοκλήρωµα βαθµωτής συνάρτησης. Παραδείγµατα. Επιϕανειακό ολοκλήρωµα διανυσµα-

τικής συνάρτησης (ορισµός). Προσανατολισµένες επιϕάνειες.

ΤΕΤΑΡΤΗ 17/04

Επιϕανειακό ολοκλήρωµα διανυσµατικής συνάρτησης. Παραδείγµατα. Θεώρηµα απόκλισης του Gauss στον

Rn
, n = 1, 2, 3. Το θεώρηµα τουGreen ως απόρροια του θεωρήµατος απόκλισης τουGauss στονR2

.

ΤΡΙΤΗ 23/04

Απόδειξη του θεωρήµατος απόκλισης τουGauss στονR3
για χωρία τύπου Ι. Το θεώρηµα τουGreenως απόρροια

του θεωρήµατος απόκλισης τουGauss στονR2
(ξανά) και η γενίκευσή του σε µη επίπεδες επιϕάνειες - Θεώρηµα

του Stokes.

ΤΕΤΑΡΤΗ 24/04

Απόδειξη του θεωρήµατος του Stokes για επιϕάνειες που είναι γραϕήµατα συναρτήσεων. Παραδείγµατα. Θε-

ώρηµα του Stokes για παραµετρικοποιηµένες επιϕάνειες. Παράδειγµα. §8.3 Συντηρητικά πεδία. Αποδείξαµε
ότι για F⃗ ∈ C1(R3;R3), έχουµε curl(F⃗ ) = (0, 0, 0) στονR3 ⇔ F⃗ = ∇f για κάποια f ∈ C1(R3).

Καλό Πάσχα!

ΤΡΙΤΗ 14/05

Ασκήσεις βιβλίου µε συντηρητικά πεδία και επικαµπύλια ολοκληρώµατα διανυσµατικών συναρτήσεων.

ΤΕΤΑΡΤΗ 15/05

Ασκήσεις βιβλίου πάνω στο Θεώρηµα του Stokes.

ΤΡΙΤΗ 21/05

Ασκήσεις βιβλίου πάνω στο Θεώρηµα τουGauss.

ΤΡΙΤΗ 28/05

Ασκήσεις.

ΤΕΤΑΡΤΗ 29/05

Ασκήσεις.

Καλή τύχη στην εξέταση!
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