
Απειροστικός Λογισµός IV - Εαρινό 2023
∆ιδάσκων: Γ. Ψαραδάκης, Γραϕείο 118 email: gpsaradakis@uowm.gr

Πρόγραµµα: Τρίτη 09:00-11:00 στη Β2 και Τετάρτη 11:00-14:00 στη Β5

Σύγγραµµα: J. Marsden, A. Tromba - ∆ιανυσµατικός Λογισµός, Π.Ε.Κ. 2004

΄Υλη: Κεϕάλαια 5, 6, 7 και 8

∆ιάρκεια µαθηµάτων: 11 εβδοµάδες (06Μαρτίου - 07 Απριλίου και 24 Απριλίου - 02 Ιουνίου)

Ηµερολόγιο Μαθήµατος

ΤΡΙΤΗ 07/03

§5.1. ∆ιπλό ολοκλήρωµα µη αρνητικής συνεχούς συνάρτησης ορισµένης σε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, ως
όγκος στερεού που βρίσκεται κάτω απο το γράϕηµα της. Αρχή τουCavalieri και εϕαρµογή αυτής στον παραπάνω
ορισµό διπλού ολοκληρώµατος - Θεώρηµα Fubini. Ασκήσεις.

ΤΕΤΑΡΤΗ 08/03

§5.2. ∆ιπλό ολοκλήρωµα ϕραγµένης συνάρτησης ορισµένης σε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο, ως όριο αθροι-
σµάτων Riemann. Συµβατότητα µε τον ορισµό του διπλού ολοκληρώµατος απο το προηγούµενο µάθηµα. Οι
συνεχείς συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιµες (χωρίς απόδειξη). Οι συναρτήσεις που το σύνολο σηµείων ασυνέχειας
τους αποτελείται απο πεπερασµένη ένωση γραϕηµάτων συνεχών συναρτήσεων, είναι ολοκληρώσιµες. Απόδει-
ξη του Θ. Fubini και αναδιατύπωση του για ϕραγµένες συναρτήσεις που το σύνολο σηµείων ασυνέχειας τους
αποτελείται απο πεπερασµένη ένωση γραϕηµάτων συνεχών συναρτήσεων. Ασκήσεις.

ΤΡΙΤΗ 14/03

§5.3∆ιπλό ολοκλήρωµα σε πιο γενικά χωρία: διπλό ολοκλήρωµα συνεχούς συνάρτησης ορισµένης σε χωρία
τύπου 1, τύπου 2 και τύπου 3.
§5.4 Αλλαγή σειράς ολοκλήρωσης. Ασκήσεις.

ΤΕΤΑΡΤΗ 15/03

Θεώρηµα µέσης τιµής για διπλά ολοκληρώµατα και πρόχειρες εκτιµήσεις διπλών ολοκληρωµάτων. Ασκήσεις
στην εναλλαγή σειράς ολοκλήρωσης διπλών ολοκληρωµάτων σε χωρία τύπου 3.

ΤΡΙΤΗ 21/03

§6.1. Τριπλό ολοκλήρωµα ϕραγµένης συνάρτησης ορισµένης σε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, ως όριο άθροισµα-
τωνRiemann. Οι συνεχείς συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιµες (χωρίς απόδειξη).
Τριπλό ολοκλήρωµα σε πιο γενικά χωρία: τριπλό ολοκλήρωµα συνεχούς συνάρτησης ορισµένης σε χωρία
τύπου I, τύπου II και τύπου III.
Ασκήσεις.

ΤΕΤΑΡΤΗ 22/03

§6.2-§6.3. Παρουσίαση του θεωρήµατος αλλαγής µεταβλητών για διπλά και τριπλά ολοκληρώµατα, σε αντι-
παραβολή µε αυτό που γνωρίζουµε για συναρτήσεις µιας µεταβλητής. Ένα προς ένα και επί, C1-οµαλές α-
πεικονίσεις απο τον R2 στον R2 - Παραδείγµατα. Πολικές συντεταγµένες και γραµµικοί µετασχηµατισµοί.
Εϕαρµογές: ∆είξαµε ότι

∫∞
−∞ e−x2

dx := lima→∞
∫ a

−a
e−x2

dx =
√
π, έπειτα απο κατάλληλη εκτίµηση

του
( ∫ a

−a
e−x2

dx
)2. Υπολογίσαµε το ∫

R
(x2 − y2)2, όπουR είναι το τρίγωνο που περικλείεται απο τις ευθε-

ίες y = 0, x = 1 και y = x, µε διαδοχική ολοκλήρωση και επίσης µε την αλλαγή µεταβλητών u = x + y,
v = x− y.
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ΤΡΙΤΗ 28/03

§6.3-§6.4. Μετασχηµατισµός σε σϕαιρικές συντεταγµένες. Αιτιολόγηση των εξισώσεων και υπολογισµός της
ορίζουσας του Ιακωβιανού πίνακα. Υπολογισµός τριπλών ολοκληρωµάτων µε αλλαγή των µεταβλητών σε
σϕαιρικές συντεταγµένες. Παραδείγµατα. Εϕαµογές των τριπλών ολοκληρωµάτων: ορίσαµε µάζα, κέντρο
µάζας και ροπή αδράνειας γύρω απο έναν άξονα για χωρία του R3 µε δωσµένη συνάρτηση πυκνότητας µάζας
ρ = ρ(x, y, z). Υπολογίσαµε τον όγκο του στερεού που περικλείει η επιϕάνεια του Steinmetz (προκύπτει απο
την κάθετη τοµή δύο ίδιων κυλίνδρων). ∆εν ολοκληρώσαµε τον υπολογισµό του όγκου του χωρίου που περι-
κλείουν µια σϕαίρα µε ακτίνα a κι ένας κύλινδρος ακτίνας a/2 ο οποίος εϕάπτεται εσωτερικά της σϕαίρας (η
καµπύλη που περιγράϕει το σύνορο της επιϕάνειας αυτής λέγεται καµπύλη τουViviani).

ΤΕΤΑΡΤΗ 29/03

Ολοκληρώσαµε τον υπολογισµό του όγκου του χωρίου που περικλείουν µια σϕαίρα µε ακτίνα a κι ένας κύλιν-
δρος ακτίναςa/2 ο οποίος εϕάπτεται εσωτερικά της σϕαίρας. Υπολογίσαµε τον όγκο που περικλείει ένα σϕαιρικό
καπάκι. Υπολογίσαµε τον όγκο που περικλείει ένας κυκλικός κώνος. Υπολογίσαµε τον όγκο ανάµεσα σε έναν
κυκλικό κώνο και ένα ταιριαστό σϕαιρικό καπάκι, αθροίζοντας τους όγκους που περικλείουν το σϕαιρικό καπάκι
και ο κυκλικός κώνος. Επαληθεύσαµε το αποτέλεσµα υπολογίζοντας τον όγκο µε τη χρήση σϕαιρικών συντεταγ-
µένων. Υπολογίσαµε τον όγκο ανάµεσα σε έναν παραβολοειδές εκ περιστροϕής (κυκλικό παραβολοειδές) και ένα
ταιριαστό σϕαιρικό καπάκι, αθροίζοντας τον όγκο του σϕαιρικού καπακιού µε αυτόν του κυκλικού παραβολοει-
δούς.

ΤΡΙΤΗ 04/04

§3.2-§3.2. Στοιχειώδης θεωρία καµπυλών. Καµπύλες στον R3, συνεχείς/παραγωγίσιµες/C1 καµπύλες, διάνυ-
σµα ταχύτητας της καµπύλης, ταχύτητα καµπύλης, µήκος καµπύλης και αιτιολόγηση του τύπου µε τη γλώσσα
του απειροστικού λογισµού. Παραδείγµατα.
§7.1: Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα βαθµωτής συνάρτησης.
Μήκος γραϕήµατος πραγµατικής συνάρτησης. Παραδείγµατα.

ΤΕΤΑΡΤΗ 05/04

§7.2: Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα διανυσµατικής συνάρτησης (β΄ είδους) και σύνδεση µε το επικαµπύλιο
α΄ είδους.
Μεταβολές του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος β΄ είδους ύστερα απο αναπαραµετρικοποιήσεις που διατηρούν/
αντιστρέϕουν τον προσανατολισµό της καµπύλης. Η περίπτωση που η διανυσµατική συνάρτηση προέρχεται
απο το gradient µιας βαθµωτής συνάρτησης. Παραδείγµατα.

ΚΑΛΟΠΑΣΧΑ
ΤΡΙΤΗ 25/04

§7.3 Παραµετρικοποιηµένες επιϕάνειες στον R3, παραγωγίσιµες/C1/λείες επιϕάνειες. Εϕαπτόµενο επίπεδο
επιϕάνειας. Παραδείγµατα.

ΤΕΤΑΡΤΗ 26/04

Λύσαµε τις ασκήσεις του πρώτου ϕυλλαδίου.

ΤΡΙΤΗ 02/05

Ανάλυση του τυπολογίου της παραγράϕου 3. §7.4 Εµβαδό επιϕάνειας. Παραδείγµατα.
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ΤΕΤΑΡΤΗ 03/05 (δίωρο αντί τρίωρο λόγω οµιλίας)

§7.5 Επιϕανειακό ολοκλήρωµα βαθµωτής συνάρτησης.
Παραδείγµατα.

ΤΡΙΤΗ 09/05

Λύσαµε τις ασκήσεις του δεύτερου ϕυλλαδίου.

ΤΕΤΑΡΤΗ 10/05

∆εν έγινε µάθηµα (ϕοιτητικές εκλογές).

ΤΡΙΤΗ 16/05

Προσανατολισµένες επιϕάνειες.
§7.6 Επιϕανειακό ολοκλήρωµα διανυσµατικής συνάρτησης (β΄ είδους) και σύνδεση µε το επιϕανειακό α΄
είδους.
Το ΘεώρηµαGauss στο χώρο, στο επίπεδο και στην ευθεία.

ΤΕΤΑΡΤΗ 17/05

§8.3 Το ΘεώρηµαGauss στο χώρο, στο επίπεδο και στην ευθεία (ξανά). Απόδειξη του θ. Gauss στο χώρο. Πα-
ραδείγµατα.

ΤΡΙΤΗ 23/05

§8.1 Το Θεώρηµα Green και η απόδειξή του. Απόδειξη του θ. Gauss στο επίπεδο (προκύπτει από το θ. Green
µε κατάλληλη επίλογή του διανυσµατικού πεδίου). Παραδείγµατα.

ΤΕΤΑΡΤΗ 24/05 (ΜΙΑΩΡΑΑΝΤΙ ΤΡΕΙΣ, ΛΟΓΩΟΜΙΛΙΩΝ ΣΤΟΤΜΗΜΑ)

§8.2 Το Θεώρηµα του Stokes. Παραδείγµατα.

ΤΡΙΤΗ 30/05

Λύσαµε ασκήσεις, µαζί κι αυτές του τρίτου ϕυλλαδίου.

ΤΕΤΑΡΤΗ 31/05

Ασκήσεις στα θεωρήµαταGauss και Stokes (παρόµοιες µε αυτές του τέταρτου ϕυλλαδίου).

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ ΣΤΗΝ ΕΞΕΤΑΣΗ
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