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∆εύτερο Σετ Ασκήσεων1

΄Ασκηση 1

Έστω a είναι µια θετική σταθερή. Να βρεθεί ο όγκος του στερεού που περικλείεται απο τον κύλινδρο
{x2 + y2 = 2ax, z ∈ R}, το παραβολοειδές x2 + y2 = az, και το επίπεδο z = 0.

΄Ασκηση 2

Με a, b, c θετικές σταθερές, θεωρούµε το στερεό ελλειψοειδές

E := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | (x1/a)2 + (x2/b)
2 + (x3/c)

2 ≤ 1}.

Υπολογίστε το τριπλό ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x1, x2, x3) = x1x2x3, στο πρώτο ογδοη-
µόριο (δηλ. x1, x2, x3 ≥ 0) τουE.

΄Ασκηση 3

Έστω Bn, n ∈ {1, 2, 3}, είναι το µοναδιαίο διάστηµα/ο µοναδιαίος δίσκος/η µοναδιαία µπάλα
κέντρου 0 στον Rn, και ωn είναι το µήκος/το εµβαδόν/ο όγκος του Bn 2. Αν f : [0,∞) → R
είναι µια συνεχής συνάρτηση, δείξτε ότι∫

Bn

f
(√

x21 + ...+ x2n

)
dx1...dxn = nωn

∫ 1

0
f(ρ)ρn−1 dρ, n ∈ {1, 2, 3}.

Χρησιµοποιήστε την παραπάνω σχέση για να δείξετε ότι για a < n έχουµε∫
Bn

(√
x21 + ...+ x2n

)−a
dx1...dxn =

nωn

n− a
.

΄Ασκηση 4

Έστω µια σϕαίρα ακτίναςR. Κατα µήκος µιας διαµέτρου της σϕαίρας ανοίγουµε µια τρύπα ακτίνας
r < R. ∆είξτε ότι ο όγκος του σχήµατος που αποµένει είναι 43π(R

2 − r2)3/2.

1Να παραδοθούν το αργότερο µέχρι την Παρασκευή 29/04/23.
2δηλ. B1 := {x ∈ R | − 1 ≤ x ≤ 1} µε ω1 = 2, B2 := {(x1, x2) ∈ R2 | x2

1 + x2
2 ≤ 1} µε ω2 = π, και

B3 := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 1} µε ω3 = (4/3)π
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Μια λύση της ΄Ασκησης 4

Έχουµε υπολογίσει στο µάθηµα (Τετάρτη 29/03), ότι ο όγκος που περικλείει ένα σϕαιρικό καπάκι
δίνεται απο τον τύπο:3 Vσϕ.καπ. =

1
3π(3R − t)t2, όπου R είναι η ακτίνα της σϕαίρας και t είναι

το ύψος που έχει το καπάκι. Εποµένως, ο όγκος V του σχήµατος που αποµένει όταν κατα µήκος µιας
διαµέτρου σϕαίρας ακτίναςR, ανοίξω µια τρύπα ακτίνας r < R, είναι

V = Vσϕ. − 2Vσϕ.καπ. − Vκυλ.,

όπουVκυλ. είναι ο όγκος του κυλίνδρου ακτίνας r και ύψους 2h, δηλαδήVκυλ. = 2πhr2, καιVσϕ. =
4
3πR

3 είναι ο όγκος της σϕαίρας ακτίναςR.
Από τοΠυθαγόρειοΘεώρηµα έχουµε ότιh2 = R2−r2, εποµένως αρκεί να δείξουµε ότιV = 4

3πh
3.

Από τη γεωµετρία του σχήµατος έχουµε ότι t = R− h, εποµένως

V =
4

3
πR3 − 2

1

3
π(2R+ h)(R− h)2 − 2πhr2

= 2πh(R2 − r2)− 2

3
h3

=
4

3
πh3.

3αρχή του Cavalieri: Vσϕ.καπ. =
∫ R

R−t
π
√
R2 − z2

2
dz
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