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ΘΕΜΑ 1 [1,25/10]

Υπολογίστε το διπλό ολοκλήρωµα
∫ 1

0

∫ 1

x
ey

2
dydx.

ΘΕΜΑ 2 [1,25/10]

Υπολογίστε το τριπλό ολοκλήρωµα
∫∫∫

Ω
yz2e−xyz dxdydz, όπου Ω := {(x, y, z) ∈ R3 | 0 ≤

x, y, z ≤ 1}.

ΘΕΜΑ 3 [1,25/10]

Υπολογίστε το τριπλό ολοκλήρωµα
∫∫∫

Ω
xdxdydz, όπουΩ είναι το χωρίο που ϕράσσεται από τα επίπεδα

x = 0, y = 0, z = 2 και την επιϕάνεια z = x2 + y2 µε x, y ≥ 0.

ΘΕΜΑ 4 [1,25/10]

Υπολογίστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα:
∫
C x

2, όπου C είναι το ευθύγραµµο τµήµα από το (1, 2, 1) στο
(−2,−1, 0).

ΘΕΜΑ 5 [1,25/10]

Υπολογίστε το επιϕανειακό ολοκλήρωµα
∫
S
y, όπουS = {(x, y, z) ∈ R3 | z = x+y2, x ∈ [0, 1], y ∈

[0, 2]}.

ΘΕΜΑ 6 [1,75/10]

Να επαληθεύσετε το Θ. Stokes για το διανυσµατικό πεδίο F⃗ = (2x− y,−yz2,−zy2), (x, y, z) ∈ R3,
και την επιϕάνεια S := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}.

ΘΕΜΑ 7 [1/10+1/10=2/10]

Χρησιµοποιώντας το Θ. Gauss, υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫
Ω
divF⃗ ,

όπου Ω :=
{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1, z ∈ [0, 1]

}
,

και F⃗ (x, y, z) :=
(
1− (x2 + y2)3, 1− (x2 + y2)3, x2z2

)
, (x, y, z) ∈ R3.

(ii)
∫
∂Ω

f ,
όπου Ω :=

{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1

}
,

και f(x, y, z) := 3x+ y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3.

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ



ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y) ∈ R2, ∃!(ρ, ϑ) ∈ [0,∞)× [0, 2π) ώστε

{
x = ρ cosϑ

y = ρ sinϑ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = ρ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση κύκλου κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

σ⃗(ϑ) = (ρ cosϑ, ρ sinϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π).

Είναι τότε
σ⃗′(ϑ) = ρ(− sinϑ, cosϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π),

εποµένως
∥σ⃗′(ϑ)∥ = ρ, ϑ ∈ [0, 2π).

ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y, z) ∈ R3, ∃!(ρ, ϑ, φ) ∈ [0,∞)× [0, 2π)× [0, π) ώστε


x = ρ sinφ cosϑ

y = ρ sinφ sinϑ

z = ρ cosφ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = −ρ2 sinφ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2 + z2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση της σϕαίρας κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

Φ⃗(ϑ, φ) = (ρ sinφ cosϑ, ρ sinφ sinϑ, ρ cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).

Είναι τότε(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) = −ρ2 sinφ(sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π),

εποµένως
∥
(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ)∥ = ρ2 sinφ, (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).


