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ΘΕΜΑ 1 [0,5/10+0,5/10=1/10]

Έστω S είναι ένα κυλινδρικό (ορθό και κυκλικό) κουτί ύψους h > 0 µε ακτίνα βάσης r > 0. Αποδείξτε τις
παρακάτω προτάσεις:

(i) Ο όγκος που περικλείει το S είναι πr2h.

(ii) Το εµβαδό της επιϕάνειας του S είναι ίσο µε 2πr(r + h).

ΘΕΜΑ 2 [0,5/10+0,5/10=1/10]

ΑνD είναι ο µοναδιαίος δίσκος κέντρου 0R2 και B η µοναδιαία µπάλα κέντρου 0R3 . Υπολογίστε τα ολοκλη-
ρώµατα:

(i) I =
∫∫

D
ex

2+y2

dxdy,

(ii) J =
∫∫∫

B
(1 + x2 + y2 + z2)3/2 dxdydz.

ΘΕΜΑ 5 [1,5/10]

Υπολογίστε τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα:

(i)
∫
C f , όπου C είναι το ευθύγραµµο τµήµα από το (1, 2, 0) στο (−2,−1, 0), και f(x, y, z) = 4x3.

(ii)
∫
C F⃗ , όπου C είναι η καµπύλη {y = x2, x ∈ [0, 1], z = 3}, και F⃗ (x, y, z) = (x, y, z).

ΘΕΜΑ 4 [1/10]

Αποδείξτε οτι το διανυσµατικό πεδίο F⃗ (x, y, z) = (yez, xez, xyez), µε (x, y, z) ∈ R3, είναι συντηρητικό.
Στη συνέχεια υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫
C F⃗ , όπου C είναι µια απλή καµπύλη που ξεκινά απο το σηµείο

(1, 1, 0) και τελειώνει στο (1, 1, 1).

ΘΕΜΑ 3 [1/10+1/10=2/10]

Χρησιµοποιώντας το Θ.Gauss, υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫
Ω
divF⃗ ,

όπου Ω :=
{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1, z ∈ [0, 1]

}
,

και F⃗ (x, y, z) :=
(
1− (x2 + y2)3, 1− (x2 + y2)3, x2z2

)
, (x, y, z) ∈ R3.

(ii)
∫
∂Ω

f ,
όπου Ω :=

{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1

}
,

και f(x, y, z) := 3x+ y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3.

ΘΕΜΑ 6 [1,5/10]

Χρησιµοποιήστε το Θ. Stokes για να υπολογίστε το
∫
C F⃗ , όπου F⃗ (x, y, z) = (−y3, x3,−z3) και C είναι η

τοµή του κυλίνδρου {x2 + y2 = 3, z ∈ R} µε το επίπεδο x+ y + z = 1.

ΘΕΜΑ 7 [2/10]

Επαληθεύστε το Θ.Gauss για τη συνάρτηση F⃗ (x, y, z) = (xz, yz, x2 + y2), στο χωρίο

Ω :=
{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 4, x2 + y2 ≤ z2, z ≥ 0

}
.

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ



ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y) ∈ R2, ∃!(ρ, ϑ) ∈ [0,∞)× [0, 2π) ώστε

{
x = ρ cosϑ

y = ρ sinϑ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = ρ.

Επίσης, είναι ρ =
√
x2 + y2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση κύκλου κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

σ⃗(ϑ) = (ρ cosϑ, ρ sinϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π).

Είναι τότε
σ⃗′(ϑ) = ρ(− sinϑ, cosϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π),

εποµένως
∥σ⃗′(ϑ)∥ = ρ, ϑ ∈ [0, 2π).

ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y, z) ∈ R3, ∃!(ρ, ϑ, φ) ∈ [0,∞)× [0, 2π)× [0, π) ώστε


x = ρ sinφ cosϑ

y = ρ sinφ sinϑ

z = ρ cosφ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = −ρ2 sinφ.

Επίσης, είναι ρ =
√
x2 + y2 + z2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση της σϕαίρας κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

Φ⃗(ϑ, φ) = (ρ sinφ cosϑ, ρ sinφ sinϑ, ρ cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).

Είναι τότε(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) = −ρ2 sinφ(sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π),

εποµένως
∥
(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ)∥ = ρ2 sinφ, (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).


