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Πρώτο Σετ Ασκήσεων1

΄Ασκηση 1

(i)Έστω f : [a, b] → [0,∞) είναι συνεχής. Χρησιµοποιήστε την αρχή του Cavalieri για να δείξετε
οτι ο όγκος V του χωρίου που δηµιουργείται αν περιστρέψουµε το γράϕηµα y = f(x), γύρω απο τον
x-άξονα, δίνεται απο τον τύπο

V = π

∫ b

a
f2(x) dx.

(ii)Χρησιµοποιήστε το (i) για να δείξετε οτι ο όγκος της σϕαίρας ακτίναςR > 0 είναι 4πR3/3.

΄Ασκηση 2

(i)∆ίνεται η f(x, y) = sinx/(1 + x4y4) ορισµένη στοD = [0, 1]× [0, 1]. Να δείξετε ότι

1

2
(1− cos 1) ≤

∫
D
f ≤ 1− cos 1.

(ii)∆ίνεται η f(x, y) = e1+sin(x+y) ορισµένη στοD = [−π, π]× [−π, π]. Να δείξετε ότι

4π2 ≤
∫
D
f ≤ 4(eπ)2.

(iii)∆ίνεται η f(x, y) = ex
2+y2 ορισµένη στοD = [1, 3]× [2, 4]. Να δείξετε ότι

4e5 ≤
∫
D
f ≤ 4e25.

(iv) ∆ίνεται η f(x, y) = x2 + y2 + 1 ορισµένη στονD2(0), το δίσκο µε κέντρο (0, 0) και ακτίνα
2. Να δείξετε ότι

4π ≤
∫
D2(0)

f ≤ 20π.

΄Ασκηση 3

Υπολογίστε το
∫
D f , όπουD είναι το τρίγωνο µε κορυϕές (0, 0), (1, 0), (2, 1), και f(x, y) = x−y.

1Παράδοση µέχρι 14/03/24.
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΄Ασκηση 4

Υπολογίστε το
∫
D f , όπου D είναι το τρίγωνο που ορίζεται από τις ανισότητες 0 ≤ x ≤ π/2,

0 ≤ y ≤ x, και f(x, y) = x3y + cosx.

΄Ασκηση 5

Υπολογίστε το
∫
D f , όπουD είναι το χωρίο που ορίζεται απο το γραϕηµα της y = −x2 + x, και τις

ευθείες y = 0, x = 0, x = 2, και f(x, y) = x2 + 2xy2 + 2.

΄Ασκηση 6

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫ 1
0

∫ x√
x e

x
y dydx,

(ii)
∫ 1
0

∫ (arcsin y)/y
0 y cos(xy) dxdy.

΄Ασκηση 7

Να δείξετε ότι

(i)
∫ 1
0

∫ 1
x e

x
y dydx = 1

2(e− 1),

(ii)
∫ 1
0

∫ 1
y e−x2

dxdy = 1
2(1−

1
e ),

(iii)
∫ 1
0

∫ 1
y e

y−x
y+x dxdy = 1

4(e−
1
e ).

΄Ασκηση 8

Υπολογίστε το
∫
D f , όπου D = {(x, y) ∈ R2 | 1

2 ≤ y ≤ 1, x2 + y2 ≤ 1} και f(x, y) =

y3(x2 + y2)−3/2.

΄Ασκηση 9

Έστω f ∈ C(R;R). ∆είξτε µε δυό τρόπους (1ος τρόπος: µε ολοκλήρωση κατά µέρη, 2ος τρόπος: µε
αλλαγή σειράς ολοκλήρωσης) ότι:∫ x

0

∫ t

0
f(u) du dt =

∫ x

0
(x− u)f(u) du ∀ x ∈ R.
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