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 Πανεπιστήμιο Δυτικής Μακεδονίας 

Άδειες Χρήσης  

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες 
χρήσης Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται 
σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης 
αναφέρεται ρητώς.  
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Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια 

του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ψηφιακά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο 
Δυτικής Μακεδονίας» έχει χρηματοδοτήσει μόνο τη 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση  
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Περιεχόμενα 

• Η δομή του ℝn. 

• Διανύσματα. 

• Απόσταση σημείων. 

• Χαρακτηρισμός σημείων. 

• Χαρακτηρισμός συνόλων. 
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Στόχοι 

Μετά την ολοκλήρωση της ενότητα, οι φοιτητές:  

• θα έχουν κατανοήσει τη δομή του ℝn, 

• θα γνωρίζουν τις ιδιότητες των στοιχείων του, 

• θα μπορούν να χειρίζονται διανύσματα, 

• θα είναι σε θέση να χαρακτηρίζουν σημεία και 

σύνολα. 
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Το σύνολο ℝn  

Το σύνολο ℝn είναι το σύνολο όλων των n-άδων 

πραγματικών αριθμών (x1, x2, …, xn): 

ℝn = {(x1, x2, …, xn): x1, x2, …, xn  ℝ} 

 

• ℝ2 = {(x, y): x, y  ℝ}, αναπαράσταση με σημεία του 

Καρτεσιανού επιπέδου. 

• ℝ3 = {(x, y, z): x, y, z  ℝ}, αναπαράσταση με σημεία στο 

τρισδιάστατο χώρο. 
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Διανύσματα (1/2) 
Έστω                                  και                                  δύο στοιχεία (διανύσματα) του 

ℝn. Ορίζουμε τις παρακάτω πράξεις:  

Πρόσθεση: 

 

Πολλαπλασιασμός με πραγματικό αριθμό: 
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Διανύσματα (2/2) 
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Γεωμετρική ερμηνεία 
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Εσωτερικό γινόμενο 
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Αναπαράσταση διανυσμάτων 
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• Γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα 
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Απόσταση 
• Ο χώρος ℝn είναι εφοδιασμένος με την απόσταση μεταξύ 

των x = (x1, x2, …, xn) και υ = (y1, y2, …, yn), η οποία ορίζεται ως 
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Μέτρο διανυσμάτων 
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Περιοχή σημείου (1/4) 

• Σφαιρική περιοχή ενός σημείου X0 με ακτίνα δ > 0 

ονομάζεται το σύνολο των σημείων X με την ιδιότητα: 

   |X – X0| < δ 

• Στο χώρο ℝ2, ορίζεται η κυκλική περιοχή ενός σημείου 

(x0, y0) με ακτίνα δ > 0 ως το σύνολο των σημείων (x, y) 

με την ιδιότητα: 

   (x – x0)2 + (y – y0)2 < δ2 
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Περιοχή σημείου (2/4) 

 

• Όταν n = 2, η κυκλική περιοχή 

αποτελείται από τα σημεία 

ενός κυκλικού δίσκου. 

 

 

• Όταν n = 3, η σφαιρική περιοχή 

αποτελείται από τα εσωτερικά 

σημεία μιας σφαίρας. 
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Περιοχή σημείου (3/4) 

Ορθογωνιακή περιοχή ενός σημείου (α1, α2, …αn) ονομάζεται το 

σύνολο των σημείων (x1, x2, …xn) με τις ιδιότητες 

|x1 – α1| < δ1, |x2 – α2| < δ2, …, |xn – αn| < δn  
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Περιοχή σημείου (4/4) 

• Στην περίπτωση που είναι δ1 = δ2 = … = δn, η 
ορθογωνιακή περιοχή χαρακτηρίζεται ως 
τετραγωνική. 

• Περιοχή ενός σημείου P ονομάζεται οποιοδήποτε 
σύνολο έχει ως υποσύνολο κάποια από τις 
προαναφερθείσες περιοχές. 

• Συμβολισμός περιοχής σημείου P: ϖ(P).   
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Εσωτερικά/εξωτερικά σημεία 

Ένα σημείο P χαρακτηρίζεται ως εσωτερικό 

ενός συνόλου R, αν υπάρχει περιοχή ϖ(P) 

υποσύνολο του R. 

Ένα σημείο P χαρακτηρίζεται ως εξωτερικό 

ενός συνόλου R, αν υπάρχει περιοχή ϖ(P) 

υποσύνολο του ℝn – R. 

 

Το σύνολο των εσωτερικών (εξωτερικών) 

σημείων του R ονομάζεται εσωτερικό - intR 

(εξωτερικό - extR) του R. 
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Συνοριακά σημεία 

Ένα σημείο P ονομάζεται συνοριακό 

του συνόλου R, αν σε κάθε περιοχή 

ϖ(P) υπάρχουν σημεία που ανήκουν 

στο R και σημεία που ανήκουν στο 

Rc = ℝn – R (δηλ. στο συμπλήρωμα 

του R). 

Το σύνολο των συνοριακών σημείων 

του R αποτελεί το σύνορο του R (∂R). 
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Παρατηρήσεις 

• Τα εσωτερικά σημεία ενός συνόλου ανήκουν στο 

σύνολο. 

• Τα εξωτερικά σημεία ενός συνόλου ανήκουν στο 

συμπληρωματικό του.  

• Τα συνοριακά σημεία ενός συνόλου ανήκουν στο 

σύνολο ή στο συμπληρωματικό του.  

• (intA)(extA) = (intA)(∂A) = (∂A)(extA) = ∅ 
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Μεμονωμένα  
και σημεία συσσώρευσης 

• Ένα σημείο P του συνόλου R ονομάζεται σημείο 

συσσώρευσης (ή οριακό), αν σε κάθε περιοχή ϖ(P) 

υπάρχουν σημεία του R διάφορα του P. 

• Ένα σημείο P του συνόλου R ονομάζεται 

μεμονωμένο, αν υπάρχει περιοχή ϖ(P) όπου δεν 

υπάρχουν άλλα σημεία του R, εκτός του P  

    (δηλ. R  ϖ(P) = {Ρ}). 
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Ανοιχτά/κλειστά σύνολα 

• Ένα σύνολο R ονομάζεται ανοιχτό, αν όλα του τα 
σημεία είναι εσωτερικά.  

• Π.χ. το σύνολο Α = {(x,y): (x – 1)2 + y2 < 1} είναι ένα 

ανοιχτό σύνολο. 

• Σε ένα ανοιχτό σύνολο δεν ανήκει το σύνορό του. 

• Ένα σύνολο R ονομάζεται κλειστό, όταν περιέχει το 

σύνορό του.  
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Φραγμένα και συμπαγή σύνολα 

• Ένα σύνολο R ⊆ ℝn ονομάζεται φραγμένο, αν η 

απόσταση κάθε σημείου του από συγκεκριμένο 

σημείο του χώρου είναι μικρότερη από κάποιο 

θετικό αριθμό.  

• Ένα σύνολο που είναι κλειστό και φραγμένο 

ονομάζεται συμπαγές.  
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Τέλος Ενότητας 
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