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Έργα 
1
Ο αγώνας ταχύτητας
Σε μια παιδική χαρά σχολείου υπάρχουν δύο δέντρα: το ένα είναι μικρό και το άλλο είναι μεγάλο. Υπάρχει, επίσης, ένας ευθύς τοίχος.
 Μια ομάδα μαθητών οργανώνει έναν αγώνα ταχύτητας: ο κάθε μαθητής αρχίζει απ ’ το μικρό δέντρο. Κατόπιν, πρέπει ν ’ αγγίξει το μεγάλο δέντρο, ακολουθώντας τον τοίχο, προτού τρέξει στο τέλος πίσω στο μικρό δέντρο. 
Ποια είναι η καλύτερη θέση, για ν ’ αγγίξει ένας μαθητής τον τοίχο;
2
Η μπάλα του τένις
Πόσο ψηλά αναπηδά μια μπάλα του τένις, όταν πέφτει; 

Από ένα μέτρο; 

Από είκοσι μέτρα;
3
Διάβασμα
Μια τάξη μαθητών ηλικίας 7 επισκέφθηκε έναν παιδικό σταθμό με παιδιά 5 ετών, για να τους διαβάσουν μια ιστορία
4
Ο γίγαντας
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	Το πόδι ανήκει σ ’ ένα μοντέλο γίγαντα σε λούνα παρκ.
 Πόσο ψηλός είναι ολόκληρος ο γίγαντας;


5
 Η σοκολάτα
Στην τάξη της Νεφέλης κάθε μαθητής θα πάρει 4 κομματάκια σοκολάτας. Πόσες σοκολάτες θα χρειαστούν;
6
Κυκλοφοριακή συμφόρηση (μποτιλιάρισμα) 
Στην εθνική οδό του Στρασβούργου έγινε ένα ατύχημα, πριν απ ’ την έξοδο Baggrsee και εκεί υπάρχει μποτιλιάρισμα που εκτείνεται μέχρι και την προηγούμενη έξοδο στο La Vigie. Πόσα οχήματα υπάρχουν στο μποτιλιάρισμα;
7
Η «ουρά» σ’ ένα Ευρωπαϊκό πάρκο
Σ’ ένα πάρκο στην Ευρώπη, για να μπείτε μέσα, υπάρχει μια σειρά  αναμονής (ουρά) 70 μέτρα. 

Πόση ώρα πρέπει να περιμένετε;
 8
Λάμπες
Πόσα θα μπορούσατε να γλιτώσετε, χρησιμοποιώντας λάμπες εξοικονόμησης ενέργειας σ’ ένα σπίτι; 
Ο πίνακας παρακάτω παρουσιάζει το κόστος για τους δύο τύπους λαμπών.
	Τύπος
	Δύναμη
	Κόστος / ώρα

	Απλές
	60 W
	1.02 σ

	Εξοικονόμησης 
ενέργειας
	11 W
	0.187 σ


9
Βάρκες 

Ένα πλοίο  κατευθύνεται προς τον νότο. Μια  βάρκα κατευθύνεται προς την δύση. 
Κάθε βάρκα είναι εξοπλισμένη με ραντάρ εμβέλειας 20 μιλιών. 
Σχεδιάστε ένα διάγραμμα της κατάστασης. Παρουσιάστε την περιοχή, όπου η κάθε βάρκα είναι ορατή στο ραντάρ της άλλης.
10
Θησαυρός
Σ ένα παιχνίδι στην τηλεόραση υπάρχουν τρεις κλειστές πόρτες στην σκηνή. Πίσω απ ’ την κάθε πόρτα, υπάρχει ένα κουτί θησαυρού που περιέχει 10 χιλιάδες ευρώ.

 Ο διαγωνιζόμενος καλείται απ ’ τον παρουσιαστή να επιλέξει μια πόρτα. Θα καταφέρει να κερδίσει τον θησαυρό, αν επιλέξει την πόρτα που από πίσω της υπάρχει ο θησαυρός.  
Ο διαγωνιζόμενος επιλέγει μία απ ’ τις πόρτες.

Ο παρουσιαστής πηγαίνει πίσω απ’ τις πόρτες και ανοίγει τη μια απ’ τις δύο άλλες πόρτες, οι οποίες δεν επιλέγονται απ ’ τον τηλεθεατή. Ο θησαυρός δεν βρίσκεται πίσω απ ’ αυτήν την πόρτα.
 Κατόπιν, ο παρουσιαστής ρωτά το τηλεθεατή, εάν θέλει ν ’ αλλάξει την επιλογή του, προτού  ανοίξει την πόρτα που επέλεξε ο διαγωνιζόμενος. 
Ποιές συμβουλές θα δίνατε στον διαγωνιζόμενο; Να αλλάξει ή να επιμείνει στην αρχική του επιλογή;
11
Περίπατος στο πάρκο
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	Ένας παππούς και η εγγονή του πηγαίνουν για έναν περίπατο στο πάρκο.
Μέτρησαν ότι η εγγονή χρειάζεται 70 βήματα για να πάει από το ένα στο άλλο δέντρο. Ο παππούς  χρειάζεται περίπου 30 βήματα για την ίδια απόσταση.
Ο παππούς είναι 180 εκατ. ψηλός.
Περίπου πόση είναι η απόσταση  μεταξύ των δύο δέντρων;
Πόσο χρονών μπορεί να είναι η εγγονή;



12
Αρσενικό ή Θηλυκό;
Αν ρωτήσουμε 100 οικογένειες με τέσσερα παιδιά, πόσοι είναι οι γιοι και οι κόρες που έχουν, ποιες νομίζεις ότι θα είναι οι απαντήσεις τους; 
Συμπληρώστε αυτό το διάγραμμα με τις υποθέσεις σας
	Κόρες σε μια οικογένεια
	0
	1
	2
	3
	4
	άθροισμα

	Υπόθεση
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Αποτελέσματα
από την έρευνα
	 
	 
	 
	 
	 
	 


Πραγματοποιείστε μια έρευνα
Εάν η εθνική στατιστική υπηρεσία σας έδινε τα στοιχεία για όλες τις οικογένειες με τέσσερα παιδιά, τι νομίζετε ότι θα έδειχναν αυτά;
Εάν μιλήσατε με αγρότες  σχετικά με τα διαφορετικά ζώα (κουνέλια, γάτες, σκυλιά), απ ’ τα  οποία μπορεί να έχουν 5,6,7 ή και περισσότερα ζώα, ποια νομίζετε ότι θα είναι η κατάσταση;
	4 Ο γίγαντας
	8 Εισιτήρια 
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Θηλυκό;

	3 Διάβασμα
	7  Η «ουρά»
	11 Περίπατος 
στο πάρκο

	2 Η μπάλα του
τένις
	6 Μποτιλιάρισμα
	10 Οι τρεις πόρτες
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Πιθανές Ταξινομήσεις έργων στην μοντελοποίηση 
Αυτή η πηγή περιέχει σχόλια μόνο για τον εκπαιδευτή. Δίνει  συμβουλές για το πώς μπορεί να εξεταστεί η ταξινόμηση των έργων στην μοντελοποίηση. Ο εκπαιδευτής δεν πρέπει να διαβιβάσει αυτές τις πληροφορίες στους συμμετέχοντες, για να μην επηρεαστούν απ ’ αυτές. 
Μετά απ’ την παρουσίαση και τη συζήτηση των διαφορετικών ταξινομήσεων, που δημιουργήθηκαν απ ’ τις διαφορετικές ομάδες συμμετεχόντων, ο εκπαιδευτής μπορεί  να προσθέσει ό,τι θέλει στο σύστημα ταξινόμησής του/της, ώστε να μπορεί να επεκτείνει τη συζήτηση.
Πέντε διαφορετικοί πιθανοί τομείς ταξινομήσεων παραθέτονται εδώ. Προτείνεται ο εκπαιδευτής να επιλέξει να εργαστεί μ ’ ένα ή δύο απ ’ αυτούς, που αναπτύσσουν την ταξινόμησή  των έργων τους (Πηγή T.3.1 και οι κάρτες στην Πηγή T.3.2.), για να προστεθούν στη συζήτηση. Ο εκπαιδευτής πρέπει να το κάνει αυτό, λαμβάνοντας υπόψη την εθνικότητά και ενδεχομένως  το τοπικό πλαίσιό τους.
1η Ταξινόμηση : Περιοχή του πραγματικού κόσμου
Σε ποιά περιοχή του πραγματικού κόσμου ανήκει το έργο; Καθημερινή ζωή, οικονομικά, φυσική, κοινωνική γνώση… 
Είναι σημαντικό να είναι γνωστή η περιοχή του πραγματικού κόσμου, προκειμένου ν’ απαντηθούν οι ακόλουθες ερωτήσεις; 
Έχουν οι μαθητές γνώσεις σχετικά μ’ αυτήν την ιδιαίτερη περιοχή του πραγματικού κόσμου; Τι είδους γνώση θ ’ αποκτήσουν; Ποιά αποτελέσματα θα έχουν απ ’ αυτή την γνώση ή την έλλειψη γνώσης:

· στον τρόπο που οι μαθητές θα προσεγγίσουν το πρόβλημα 
· στις δυσκολίες που θα συναντήσουν 

· στο ποσό υποστήριξη θα χρειαστούν;
2η ταξινόμηση : εφαρμογή με τις επίσημες προδιαγραφές του προγράμματος σπουδών
Το έργο έχει εφαρμογή ή όχι σύμφωνα με τις επίσημες προδιαγραφές και τις προσδοκίες προγράμματος σπουδών;  Με το επίπεδο της τάξης,  το σχολικό πρόγραμμα σπουδών, την οργάνωση της τάξης, την επίσημη αξιολόγηση, το διαθέσιμο χρόνο…; 
Οι επίσημες προδιαγραφές του προγράμματος σπουδών αφορούν στην μοντελοποίηση ή επηρεάζουν τη διδασκαλία μέσω της μοντελοποίησης; 
Η διδασκαλία μέσω μοντελοποίησης συγκρούεται με κάθε τρόπο με τις προδιαγραφές και τις προσδοκίες του προγράμματος σπουδών;
Ένα έργο μπορεί να εφαρμοστεί κατευθείαν στο πρόγραμμα σπουδών, επειδή έχει το κατάλληλο μαθηματικό περιεχόμενο ή επειδή βοηθά στην ανάπτυξη  ικανοτήτων (όπως οι ικανότητες επίλυσης προβλήματος ή οι ικανότητες μοντελοποίησης), που απαιτούνται απ ’ το πρόγραμμα σπουδών.
3η ταξινόμηση : Άνοιγμα του έργου
Πόσο ανοικτό είναι το έργο; Αφ’ ενός ένα έργο μπορεί να δώσει όλες τις πληροφορίες, για να μας επιτρέψει να προχωρήσουμε σε μια και μοναδική λύση, αφ' ετέρου τα απαραίτητα στοιχεία μπορεί να λείπουν,  προκειμένου να τα υποθέσουμε εμείς, ώστε να υπάρξουν έτσι διαφορετικοί τρόποι προσέγγισης σε διαφορετικά επίπεδα, τα οποία μπορούν να οδηγήσουν σε διαφορετικές λύσεις. Ένα έργο μπορεί να θεωρηθεί  ανοικτό για διάφορους λόγους:  
· απ ’ τα στοιχεία και τις πληροφορίες που παρουσιάζονται,
· από το πόσο καλά το πρόβλημα καθορίζεται,
· από το εάν υπάρχει μια σειρά από διαφορετικές διαδικασίες και  προσεγγίσεις
Οι εκπαιδευτικοί πρέπει σαφώς να εξετάσουν τις συνέπειες στην διδασκαλία τους απ’ τα ανοιχτά έργα. 
4η ταξινόμηση : σχετικότητα με τους μαθητές
Η κατάσταση και το πρόβλημα μπορεί να μην είναι ρεαλιστικά για τους μαθητές ή ακόμη και για τους εκπαιδευτικούς. Σ ’ άλλες περιπτώσεις η ερώτηση μπορεί  να είναι βγαλμένη απ ’ την πραγματικότητα ή να είναι ενδιαφέρουσα, επειδή δίνει σημαντικές ιδέες στις διαφορετικές περιοχές ή μπορεί να είναι επίσης σχετική με μια ορισμένη περιοχή, υπό την έννοια ότι οι άνθρωποι που εργάζονται σε μια τέτοια περιοχή πρέπει πραγματικά να εξετάσουν αυτά τα ζητήματα (δείτε π.χ. Galbrait & Stillmann 2001, Burkhardt 1989). Ποια επιρροή έχει η σχετικότητα ενός έργου  στους μαθητές απ ’ την άποψη: 
· του κινήτρου τους;
· της κατανόησή της κατάστασης;
· του τρόπου που μοντελοποιούν την κατάσταση; 
· του τρόπου, με τον αντιπροσωπεύουν τα μαθηματικά τους;

· του τρόπου που μαθαίνουν τα μαθηματικά;
5η ταξινόμηση : μαθηματική περιοχή
Σε ποιά μαθηματική περιοχή ανήκει το έργο; Αριθμητική, γεωμετρία, άλγεβρα κ.λ.π. 
Ποια επιρροή έχει η περιοχή στον τρόπο με τον οποίο οι μαθητές πρέπει να το μοντελοποιήσουν; Στο επίπεδο δυσκολίας; Στην υποστήριξη που θα χρειαστούν οι μαθητές; 
Άλλες ταξινομήσεις  που μπορεί να προταθούν είναι παραδείγματος χάριν:
· Πόση εμπειρία χρειάζονται οι μαθητές στην μοντελοποίηση ; Οι μαθητές που δεν έχουν πολλή εμπειρία στη μοντελοποίηση θα χρειαστούν διαφορετικά έργα τα οποία είναι περισσότερο σύνθετα. Ενώ οι μαθητές με εμπειρία στη μοντελοποίηση μπορούν να είναι σε θέση να εξετάσουν τα έργα  που απαιτούνται, για να συλλέξουν τα στοιχεία και να κάνουν οι υποθέσεις, οι αρχάριοι μπορεί να χρειαστούν προβλήματα που διαφέρουν ελάχιστα απ ’ τις απλές ασκήσεις των εγχειριδίων. Ένα πρώτο βήμα προς την ανάπτυξη των ικανοτήτων μοντελοποίησης μπορεί να είναι να η εξοικείωση των μαθητών με τον προσδιορισμό και την επιλογή των απαραίτητων στοιχείων. Επομένως, τα προβλήματα μπορούν να επιλεχτούν, ανάλογα με το που υπάρχουν περισσότερα δεδομένα που κρίνονται απαραίτητα, με το που τα δεδομένα λείπουν (και επομένως πρέπει να υπολογιστούν) ή με το πού τα δεδομένα είναι αντιφατικά (Pucahlska, Semadeni, 1988, Verschaffel 2002). 

· Με ποιο τρόπο τα μαθηματικά μπορούν να γίνουν χρήσιμα στη ζωή; Οι μαθητές, όταν ρωτήθηκαν για  καταστάσεις, στις οποίες χρειάζονται τα μαθηματικά, ανέφεραν μόνο «τον υπολογισμό όταν ψωνίζουν». Τα μαθηματικά ωστόσο μπορεί να είναι χρήσιμα και σε άλλες καταστάσεις: Τα άτομα χρειάζονται τα μαθηματικά, για να δουν τις οικονομικές πληροφορίες απ ’ τις τράπεζες, διαφημίσεις στις εφημερίδες κ.λ.π. Μπορεί να προσφέρουν διορατικότητα και σ ’ άλλες περιοχές της επαγγελματικής ζωής και να συμβάλουν έτσι στην καλύτερη κατανόηση του κόσμου, που μπορεί να επιτρέψει στους ανθρώπους να επικοινωνούν με ιδέες,  με ακρίβεια και αποτελεσματικά. Επιπλέον, όλα τα άτομα ωφελούνται έμμεσα απ ’ τα μαθηματικά, επειδή βρίσκονται στον πυρήνα της επιστήμης, στην εφαρμοσμένη μηχανική και στην τεχνολογία και έχουν επιπτώσεις, συνεπώς, σε μεγάλο μέρος της καθημερινής μας ζωής. Τα ρεαλιστικά έργα μπορούν  να έχουν προέλευση από διάφορες  χρήσιμες περιοχές (Niss 1994, Maaß 2007).
· Μέχρι ποιο σημείο είναι απαραίτητα όλα τα μέρη του κύκλου μοντελοποίησης; Χρειάζεται να πραγματοποιηθεί ολόκληρος ο κύκλος μοντελοποίησης ή μόνο κάποια μέρη του; Το τελευταίο μπορεί να είναι χρήσιμο, εάν οι μαθητές χρειαστεί να βελτιώσουν την ικανότητά τους στην εκτέλεση ορισμένων βημάτων, π.χ. στην τεκμηρίωση.
· Ποιοι στόχοι πρόκειται να επιτευχθούν με το έργο στην τάξη; Ο στόχος του έργου θα μπορούσε να φανερώσει ποια μαθηματικά βρίσκονται σ ’ αυτό το σημείο, άγνωστα στους μαθητές ή το πώς μπορούν να χρησιμοποιήσουν μαθηματικά, που ακόμα είναι γνωστά σ’ αυτούς. Θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί, για να επιτρέψει στους μαθητές να δουν τις κοινές σχέσεις μεταξύ των μαθηματικών και των ιδιαίτερων πτυχών του πραγματικού κόσμου (παραδείγματος χάριν στην φορολογία και σ ’ άλλα οικονομικά θέματα που χρησιμοποιούν ποσοστά) και να επιτρέψει σ ’ αυτούς να εφαρμόσουν τα μαθηματικά σε τέτοιου είδους πλαίσια. Θα μπορούσε, επίσης, να χρησιμοποιηθεί, για να ωθήσει τη συζήτηση, για ν ’ αναπτύξει ευρετικοές μεθόδους, για ν ’ αξιολογήσει τους μαθητές….
· Πώς παρουσιάστηκε το πρόβλημα; Τα προβλήματα μπορούν να παρουσιαστούν, παραδείγματος χάριν, με τη βοήθεια των κειμένων, αυθεντικών υλικών, εικόνων κ.λ.π.. Η μορφή της παρουσίασης είναι εξαιρετικά σημαντική κατά  την εξέταση των νεότερων μαθητών ή των μαθητών, που είναι αδύναμοι στην ανάγνωση (Franke 2003).
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