
ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ 
Εισαγωγή στο όριο συνάρτησης
 ΑΝΑΛΥΣΗ ΦΥΛΛΟΥ ΕΡΓΑΣΙΑΣ
Εισαγωγή στο όριο συνάρτησης σε σημείο

ΠΡΟΒΛΗΜΑ: Μια κάμερα καταγράφει έναν αγώνα των 100m.

Με ποιο τρόπο θα μπορούσαν τα δεδομένα της κάμερας να μας βοηθήσουν στον υπολογισμό της ταχύτητας ενός αθλητή κατά τη χρονική στιγμή T=6sec;

· Ανοίξτε το αρχείο του Geogebra. Στο περιβάλλον αυτό μπορούμε να έχουμε τα δεδομένα της κάμερας.

· Όταν αλλάζουμε τις τιμές του t αλλάζουν και οι τιμές του s(t) που δίνουν την απόσταση που έχει καλύψει ο αθλητής έως τη χρονική στιγμή t.

· Το t μπορεί να πλησιάσει το T από μικρότερες και από μεγαλύτερες τιμές.

· Εμφανίστε τη μέση ταχύτητα τη μέση ταχύτητα U(t) = 
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 στο διάστημα που ορίζουν τα t και T.
Ε1: Συμπληρώστε τα κενά στον παρακάτω πίνακα.
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Μπορεί να γίνει κάποια συζήτηση για την έννοια της μέσης ταχύτητας.

Ενδέχεται να παρατηρήσουν οι μαθητές ότι στο περιβάλλον του Geogebra η μέση ταχύτητα δεν αλλάζει τιμή όταν από κάποια τιμή του t (μικρότερη ή μεγαλύτερη) μεταβούμε στην τιμή 6. Αυτό οφείλεται στο ότι η ποσότητα T-t γίνεται ίση με μηδέν και η μέση ταχύτητα δεν έχει νόημα καθώς ο παρονομαστής γίνεται ίσος με μηδέν.
Ε2: Ποιον αριθμό πλησιάζει η μέση ταχύτητα καθώς το t πλησιάζει το T=6sec?

· Εμφανίστε τη συνάρτηση της μέσης ταχύτητας στο αρχείο του Geogebra και επιβεβαιώστε γραφικά την απάντησή σας.

Καθώς το t πλησιάζει το T από δεξιά και από αριστερά μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι η μέση ταχύτητα πλησιάζει τα 10m/sec. Είναι χρήσιμο να τονίσουμε στους μαθητές ότι το t μπορεί να βρεθεί οσοδήποτε κοντά στο T όμως δεν μπορεί να γίνει ίσο.

Ε2: Ποια νομίζετε ότι είναι η ταχύτητα του αθλητή τη χρονική στιγμή T=6sec?

· Εμφανίστε την ε-ζώνη στο αρχείο του Geogebra. Τα σημεία της ε-ζώνης έχουν τεταγμένη μεγαλύτερη από L-ε και μικρότερη από L+ε.

· Μετακινήστε το t έτσι ώστε το σημείο (t,U(t)) να βρεθεί στην ε-ζώνη και παρατηρήστε τις τιμές της μέσης ταχύτητας. 
Ε3: Για ποιες τιμές του t το σημείο (t, U(t)) ανήκει στην ε-ζώνη για ε=0,8;

· Στην απάντηση αυτής της ερώτησης βοηθάει η δ-ζώνη. Τα σημεία που ανήκουν στη δ-ζώνη έχουν τετμημένη μεγαλύτερη του Τ-δ και μικρότερη του Τ+δ. Με πράσινο χρωματίζονται τα σημεία του επιπέδου που βρίσκονται ταυτόχρονα στην ε-ζώνη και στη δ-ζώνη. Τα σημεία της δ-ζώνης που είναι εκτός της ε-ζώνης χρωματίζονται με κόκκινο.

Οι μαθητές μπορούν να πειραματιστούν κινώντας το t και παρατηρώντας τη μεταβολή του U(t).

Ε4: Προσπαθήστε να βρείτε ένα δ τέτοιο ώστε να μην υπάρχουν σημεία της γραφικής παράστασης στην κόκκινη περιοχή.

Εάν για παράδειγμα βάλουμε για δ το 0,7 έχουμε το ζητούμενο.

Ε5: Μειώστε το ε σε 0,5 και βρείτε κατάλληλο δ ώστε τα σημεία      (t, U(t)) να μην βρίσκονται στην κόκκινη περιοχή.

πχ δ = 0,4

Ε6: Εάν ε=0,05 μπορείτε να βρείτε δ με την παραπάνω ιδιότητα;

· Μπορείτε να εμφανίσετε το παράθυρο μεγέθυνσης. Μπορεί να σας βοηθήσει ώστε να δείτε σε μια μικρή περιοχή γύρω από το σημείο (T,L).

πχ δ=0,05 

Ε7: Εάν το ε μικρύνει κι άλλο θα μπορούμε πάντα να βρούμε δ με την παραπάνω ιδιότητα;

Οι μαθητές μπορούν να πειραματιστούν με ολοένα και μικρότερες τιμές του ε και να «συμπεράνουν» ότι πάντοτε μπορούν να βρουν ένα δ.

Ε8: Συμπληρώστε τα κενά της παρακάτω πρότασης με τα κατάλληλα χρώματα ώστε να εκφράζει το συμπέρασμα της Ε7.
 “Για κάθε ε>0 μπορούμε να βρούμε δ>0 τέτοιο ώστε η συνάρτηση να μην βρίσκεται στην ……κόκκινη ………. περιοχή.”

Στην πρόταση αυτή ίσως χρειάζεται λίγη προσοχή, γιατί μπορεί να οδηγήσει τους μαθητές σε παρανόηση. Μπορεί να πιστέψουν ότι ακόμη και εάν η συνάρτηση ήταν ορισμένη στο T τότε θα έπρεπε η τιμή L=f(T) να μην βρίσκεται στην κόκκινη περιοχή. Αυτή η δραστηριότητα δεν δίνει αφορμή για να ξεκαθαριστεί ότι δεν μας ενδιαφέρει τι συμβαίνει στο T αλλά μόνο τι συμβαίνει γύρω από το T. Σε κάποια επόμενη δραστηριότητα θα ήταν καλό να διευκρινιστεί ότι όταν εξετάζουμε την ύπαρξη ορίου σε σημείο, η τιμή της συνάρτησης στο σημείο αυτό (εάν υπάρχει) μπορεί να βρίσκεται στην κόκκινη περιοχή.

Ε9: Συμπληρώστε τα κενά ώστε η παρακάτω πρόταση να αποδίδει το συμπέρασμα της Ε7.

Τα ………U(t)……….. μπορούν να είναι όσο κοντά θέλουμε στο ……L…… αρκεί τα ………t……. να είναι κατάλληλα κοντά στο ……T………… και διαφορετικά του ……Τ…….

Ε10: Προσπαθήστε να διατυπώσετε το συμπέρασμα της Ε7, χρησιμοποιώντας μαθηματικά σύμβολα.
Αυτό είναι το πιο κρίσιμο σημείο και ενδεχομένως μπορεί να γίνει κάποια συζήτηση με αφορμή τις απαντήσεις των μαθητών. Ο καθηγητής μπορεί να υπενθυμίσει στους μαθητές ότι η απόσταση δυο αριθμών ισούται με την απόλυτη τιμή της διαφοράς τους. Στόχος αυτής της ερώτησης είναι να δοθεί ο  ε-δ ορισμός του ορίου συνάρτησης σε σημείο.
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