Προοδευτική μαθηματικοποίηση και κενή αριθμητική γραμμή 

Στα Ρεαλιστικά Μαθηματικά των Ολλανδών, στην ερώτηση αν οι στρατηγικές στους νοερούς υπολογισμούς διδάσκονται ή αν οι μαθητές αναπτύσσουν αυθόρμητα τις δικές τους μεθόδους, η απάντηση βρίσκεται στη μέση. Δίνεται έμφαση στις άτυπες στρατηγικές των μαθητών, αλλά η ανάπτυξή τους δεν αφήνεται στην τύχη (Beishuizen and Anghileri,1998). 
Προτείνονται διάφορες καταστάσεις μέσα σε πλαίσιο για να προκαλέσουν τους μαθητές να χρησιμοποιήσουν συγκεκριμένες στρατηγικές. Οι πλαισιωμένες αυτές καταστάσεις, που παρουσιάζονται στους μαθητές ως προβλήματα, είναι μέσα στη λογική των Ρεαλιστικών Μαθηματικών. Γι αυτόν τον σκοπό σχεδιάστηκαν αρκετά μοντέλα, για να παροτρύνουν τους μαθητές να χρησιμοποιήσουν τις στρατηγικές της αρίθμησης σε πλαίσια της καθημερινότητας. Ένα τέτοιο μοντέλο είναι το μοντέλο του λεωφορείου, για προσθέσεις και αφαιρέσεις μέχρι το 20 (Van den Brink, 1991). (Π.χ. Σ’ ένα λεωφορείο υπάρχουν 12 επιβάτες, σε μια στάση κατέβηκαν τρεις επιβάτες και δεν ανέβηκε κανένας. Πόσοι επιβάτες έμεναν μέσα στο λεωφορείο;). Με αυτόν τον τρόπο οι μαθητές οδηγούνται από πραγματικές και οικίες καταστάσεις σε καταστάσεις και στρατηγικές πιο αφηρημένες και πιο τυποποιημένες μαθηματικά. Αυτή η διδακτική διαδικασία της καθοδηγούμενης ανάπτυξης από άτυπες σε υψηλότερου επιπέδου τυπικές στρατηγικές ονομάζεται προοδευτική μαθηματικοποίηση (Treffers, 1991b, 1997). Ολοκληρώνεται όχι μόνο μέσω της γνωστικής, αλλά και μέσω της μεταγνωστικής ενεργοποίησης: έλεγχος της  εκτέλεσης της στρατηγικής από την γραπτή καταγραφή και συλλογισμός για την επιλογή της στρατηγικής μέσα από τη συζήτηση ολόκληρης της τάξης. 
Στην Ολλανδία, στις αρχές της δεκαετίας του ΄90, με τη δεύτερη γενιά των “Ρεαλιστικών” σχολικών εγχειριδίων εισάγεται η αριθμογραμμή και μια τροποποιημένη μορφή της, η κενή αριθμητική γραμμή. Η χρήση της αριθμογραμμής από τους μαθητές βελτίωσε την επίδοσή τους στις αριθμητικές πράξεις και στην ανάπτυξη των νοερών στρατηγικών. Η αριθμογραμμή και η κενή αριθμητική γραμμή είναι το κατάλληλο υλικό που βοηθάει τους μαθητές σε μια διαδικασία εσωτερίκευσης των στρατηγικών στους νοερούς υπολογισμούς (Murphy C., 2008). Η αριθμογραμμή είναι κατάλληλη για να εφαρμοστεί πάνω σε αυτήν η διαδικασία της αρίθμησης, η οποία συνδέεται άμεσα με την πράξη της πρόσθεσης. Με αυτόν τον τρόπο, λοιπόν, οι μαθητές εφαρμόζοντας την αρίθμηση πάνω στην αριθμογραμμή οδηγούνται σταδιακά στην εφαρμογή των διάφορων στρατηγικών υπολογισμού των πράξεων. Στη συνέχεια θα δείξουμε τον τρόπο που εισάγεται και παρουσιάζεται η αριθμογραμμή στη διδασκαλία στην Ολλανδία, αρχικά στους αριθμούς και στη συνέχεια στις πράξεις της πρόσθεσης και αφαίρεσης σε αριθμούς μέχρι το 100. 
  Στην αρχή οι μαθητές ασκούνται επάνω στην κανονική (βαθμολογημένη) αριθμητική γραμμή και στη συνέχεια παρουσιάζεται η κενή αριθμητική γραμμή, με την βοήθεια της οποίας μπορούν να εκτελέσουν προσθέσεις, αφαιρέσεις, αλλά και άλλες πράξεις με φυσικούς αριθμούς, αλλά και δεκαδικούς και κλάσματα. Για παράδειγμα, στην παρακάτω εικόνα 1 παρουσιάζονται απαντήσεις μαθητών με τη χρήση της ΚΑΓ στις πράξεις 35 + 27 και 48 – 26.    
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Εικόνα 1: Υπολογισμοί πρόσθεσης και αφαίρεσης με άλματα πάνω στην κενή αριθμητική γραμμή 

Η χρήση της κενής αριθμητικής γραμμής βασίζεται στη διαδικασία της αρίθμησης, για παράδειγμα στην πρόσθεση 35+27, οι μαθητές ξεκινούν από το 35 και ανεβαίνουν δέκα και δέκα και πέντε και δύο. Όπως γνωρίζουμε, η διαδικασία της αρίθμησης ένα προς ένα είναι οικεία στους μαθητές και είναι η πρώτη άτυπη διαδικασία που χρησιμοποιούν για να υπολογίζουν τις προσθέσεις και τις αφαιρέσεις. 

Όπως είδαμε και παραπάνω, ο Treffers (1998) για τις λύσεις με νοερές στρατηγικές προσδιόρισε τρία επίπεδα σε αύξουσα σειρά: α) απολογισμός με αρίθμηση, ο οποίος όταν χρειάζεται υποστηρίζεται από υλικό αρίθμησης, β) δομημένος υπολογισμός, ο οποίος πραγματοποιείται χωρίς αρίθμηση, αλλά με την βοήθεια κατάλληλων μοντέλων και γ) τυπικός υπολογισμός, ο οποίος πραγματοποιείται με τη χρήση αριθμών ως νοερά αντικείμενα, για σύντομους και ευέλικτους υπολογισμούς χωρίς τη χρήση δομημένων υλικών ή μοντέλων. 
Η Menne (2001, σελ. 97) δηλώνει ότι, για να είναι τα παιδιά ικανά να υπολογίζουν στο δεύτερο επίπεδο (δομημένος υπολογισμός), θα πρέπει να εξοικειωθούν με κάποιες θεμελιώδεις ικανότητες. Αυτές οι ικανότητες χωρίζονται σε εκείνες που σχετίζονται με τους αριθμούς κι εκείνες που σχετίζονται με τις αριθμητικές πράξεις. Οι ικανότητες που αφορούν τις έννοιες του αριθμού είναι:       
· αρίθμηση από οποιονδήποτε αριθμό, 

· τοποθέτηση αριθμών σε σχέση με τους άλλους, 

· προσδιορισμός των αλμάτων προς έναν αριθμό. 

Ικανότητες οι σχετικές με τις αριθμητικές πράξεις είναι: 

· συμπληρώματα του 10, 

· διαχωρισμός αριθμών μέχρι το 10,

· άλματα με το 10. 

Στη συνέχεια παρουσιάζουμε κάποια παραδείγματα εξάσκησης σε αυτές τις θεμελιώδεις ικανότητες.  
ΕΞΑΣΚΗΣΗ ΣΤΗΝ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΓΡΑΜΜΗ 

Η εξάσκηση των μαθητών επάνω στην αριθμητική γραμμή διαχωρίζεται σε ικανότητες που αναφέρεται στους αριθμούς και ικανότητες που αναφέρονται στις πράξεις.

Ικανότητες που αναφέρονται στους αριθμούς 

· Αρίθμηση από οποιοδήποτε αριθμό 

· Τοποθέτηση ενός αριθμού 

· Προσδιορισμός των αλμάτων προς ένα αριθμό 

Αρίθμηση 

Όπως είδαμε στα παραπάνω παραδείγματα της εικόνας 1 οι μαθητές για να χρησιμοποιήσουν την αριθμογραμμή στην εκτέλεση των πράξεων θα πρέπει να είναι ικανοί να αριθμούν πάνω σε αυτήν ευθέως και αντιστρόφως. Να αριθμούν ανά ένα αλλά και με άλματα με μεγαλύτερους αριθμούς. 

Στα βιβλία της Α τάξης τονίζεται η σημασία της προφορικής αρίθμησης και της απαρίθμησης επάνω στην αριθμογραμμή και δίνονται αρκετές ασκήσεις. Επισημαίνεται επίσης ότι πρέπει να αναρτάται μέσα στην τάξη η αριθμογραμμή για την βλέπουν συνέχεια οι μαθητές. Καλό θα είναι επίσης κάθε μαθητής να έχει μια αριθμογραμμή, σε φωτοτυπία, για να μπορεί να δουλεύει ατομικά ή εταιρικά πάνω σε αυτήν. 

Πέραν των ασκήσεων που προτείνονται στο βιβλίο θα πρέπει να γίνουν και οι παρακάτω ασκήσεις. Οι ασκήσεις αυτές βέβαια θα γίνονται προοδευτικά μέσα στο χρόνο και σύμφωνα με το μέγεθος των αριθμών που βρίσκονται κάθε φορά οι μαθητές.      

Αρίθμηση ανά ένα ξεκινώντας από ένα δεδομένο αριθμό

Για παράδειγμα, ξεκινούμε από το 4 και ανεβαίνουμε, ξεκινούμε από το 8 και κατεβαίνουμε. 

Αρίθμηση με άλματα 

Να δοθεί βάση στην αρίθμηση ανά 10, 10, 20, 30, … και την επισήμανση των δεκάδων πάνω στην αριθμογραμμή.   

Μπορεί να γίνεται αρίθμηση και ανά 5 και ανά 2. 
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Εικόνα 2: Ανεβαίνουμε ανά 10 επάνω στην αριθμογραμμή 

Αρίθμηση με άλματα από ένα δεδομένο αριθμό   

Για παράδειγμα, ξεκινάμε από το 13 και ανεβαίνουμε ανά 10: 13, 23, 33, 43, …

Ξεκινάμε από το 46 και κατεβαίνουμε ανά 10: 46, 36, 26, 16.  
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Εικόνα 3: Ανεβαίνουμε και κατεβαίνουμε επάνω στην αριθμογραμμή από ένα δεδομένο αριθμό

Κατασκευάζουμε την αριθμογραμμή 

Παίρνουμε μια κενή γραμμή και σημειώνουμε το 0 και π.χ. το 100 όπου θέλουμε να φτάσουμε ή μικρότερο αριθμό αν οι μαθητές γνωρίζουν λιγότερους αριθμούς. Πάνω στη γραμμή αυτή σημειώνουμε τις δεκάδες (10, 20, 30, κτλ.) οι οποίες είναι και σημείο αναφοράς. Μπορούμε να σημειώσουμε επίσης και τις πεντάδες οι οποίες βρίσκονται στη μέση μεταξύ των δεκάδων αλλά και μονάδες ανάμεσα σε κάποιες δεκάδες και να βρούμε ποιοι αριθμοί είναι. 

Τοποθέτηση 

Η τοποθέτηση ενός αριθμού πάνω στην αριθμητική γραμμή και ο προσδιορισμός της θέσης του σε σχέση με τους άλλους αριθμούς είναι μια πολύ σημαντική διαδικασία η οποία χρησιμοποιείται αργότερα στους νοερούς υπολογισμούς. Για παράδειγμα, στην πρόσθεση 56+28, όπου κάποιος υπολογίζει ως εξής: 56+30=86 ( 86-2=84, στρογγυλοποιεί το 28 σε 30 γιατί αντιλαμβάνεται ότι το 28 είναι κοντά στο 30 και απέχει δύο αριθμούς. 

Δραστηριότητες τοποθέτησης αριθμών επάνω στην αριθμογραμμή  

Μπορούμε να έχουμε μια ημιτελή αριθμητική γραμμή και να ζητούμε τους μαθητές να συμπληρώσουν κάποιους αριθμούς.   
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Εικόνα 4: Τοποθέτηση αριθμών πάνω στην αριθμογραμμή

Δραστηριότητες τοποθέτησης αριθμών σε φανταστική αριθμογραμμή 

Γνωρίζουμε ότι είναι σημαντικό οι μαθητές να φαντάζονται στο μυαλό τους την αριθμογραμμή και να δουλεύουν πάνω σ’αυτήν. Μπορούμε να παίξουμε το παιχνίδι «μάντεψε τον αριθμό». Ένας μαθητής σημειώνει με ένα κομμάτι πλαστελίνη έναν αριθμό πάνω στην αριθμογραμμή του. Ένας άλλος μαθητής χωρίς να βλέπει προσπαθεί να μαντέψει ποιος αριθμός είναι θέτοντας ερωτήσεις. Προσπαθεί να θέσει όσο το δυνατόν λιγότερες ερωτήσεις.  

Άλματα  

Κατά τη διδασκαλία των αλμάτων αναλύεται η δομή των αριθμών και ανακαλύπτονται οι σχέσεις μεταξύ των αλμάτων και των αριθμών. Αυτές οι δραστηριότητες είναι φυσική συνέχεια της διαδικασίας της αρίθμησης και συνιστά μια ουσιαστική προετοιμασία για τις αριθμητικές πράξεις. Σύμφωνα με τη διαδικασία της αρίθμησης, μπορούμε να πραγματοποιήσουμε άλματα του 10 και πηδηματάκια του ένα. Έτσι ο αριθμός 18 μπορεί να διαβαστεί ως ένα πήδημα του 10 και οκτώ πηδηματάκια. 

Οι μαθητές μπορούν να πραγματοποιήσουν  τα άλματα πάνω σε μια φανταστική γραμμή στο πάτωμα, σε μια κενή αριθμητική γραμμή χαραγμένη στον πίνακα ή σε ένα σχοινί από χάντρες. Τα πηδήματα σε μια φανταστική αριθμογραμμή στο πάτωμα είναι σημαντικά γιατί τα παιδιά μπορούν να πειραματίζονται με το μέγεθος των αριθμών. 

“Σε ποιον αριθμό πηδώ;” Ένας μαθητής κάνει τρία άλματα και πηδηματάκια προς τα πίσω. Οι άλλοι μαθητές σκέφτονται ότι έφτασε στο 28. Για να ελέγξουν την ορθότητα της απάντησής τους μπορούν να αναπαραστήσουν τα πηδήματα στο σχοινί με τις χάντρες ή στην κενή αριθμητική γραμμή (βλ. εικόνα 5). 
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Εικόνα 5: Άλματα προς το 28 σε ένα σχοινί με χάντρες ή μια κενή αριθμητική γραμμή.     

Μετά από λίγο καιρό τα πηδηματάκια από ένα βήμα που ήταν μπορούμε να τα μεγαλώσουμε σε δύο έως εννιά βήματα. Για παράδειγμα στον αριθμό 18 μπορώ να φτάσω με ένα άλμα του 10, ένα πηδηματάκι του πέντε και ένα πηδηματάκι του τρία. Έτσι λοιπόν οι μαθητές θα πρέπει να προσδιορίζουν το μέγεθος από το πηδηματάκι που πραγματοποιούν. Τα άλματα που γίνονται προς τους αριθμούς αντιστοιχούν σε πρόσθεση αλλά γίνονται και άλματα προς τα πίσω απομάκρυνσης από τους αριθμούς που αντιστοιχούν σε αφαίρεση. Έτσι λοιπόν καλό είναι όταν οι μαθητές πραγματοποιούν άλματα πάνω στην άδεια αριθμητική γραμμή να σημειώνουν δίπλα και την αντίστοιχη αριθμητική πράξη (βλ. εικόνα 6). Οι γραπτές πράξεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως έλεγχος της πραγματοποίησης των αλμάτων. Αργότερα η κενή αριθμητική γραμμή μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως ένα μοντέλο για την πραγματοποίηση των νοερών πράξεων.  
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Εικόνα 6: Διάφοροι τρόποι αλμάτων προς το 52

Ο Buys, K, (2001, σελ. 108-109) περιγράφει τη μαθησιακή εξέλιξη των νοερών υπολογισμών και των στρατηγικών τους, όπως παρουσιάζεται στην ολλανδική σειρά σχολικών εγχειριδίων Wis en Reken για τις Β΄ και Γ΄ του Δημοτικού Σχολείου. Αναφέρεται σε αριθμούς μέχρι το 100, αλλά μπορεί να προεκταθεί και σε αριθμούς μέχρι το 1.000. Η εξέλιξη αυτή, που παρουσιάζεται στα παρακάτω τέσσερα στάδια, μπορεί να χαρακτηριστεί ως ‘προοδευτική μαθηματικοποίηση’.  
Φάση 1: Εξερεύνηση του τομέα των αριθμών 

Χρησιμοποιούνται διάφορες εμπειρικές καταστάσεις για να συνειδητοποιήσουν οι μαθητές τους αριθμούς μέχρι το 100. Εξερευνώντας οι μαθητές τους αριθμούς μέσα σε αυτές τις καταστάσεις γνωρίζουν τις διαφορετικές πλευρές τους, όπως τη δομή της σειράς των αριθμών, το ‘περιβάλλον’ ενός αριθμού (γειτονικοί αριθμοί, στρογγυλευμένοι αριθμοί, κτλ), τη θέση τους στην αριθμογραμμή, διάφορες σημασίες των αριθμών στην καθημερινή ζωή κτλ. Οι δραστηριότητες πάνω στην αριθμογραμμή, οι οποίες περιγράφονται παραπάνω, ανήκουν σε αυτήν την φάση.  

Φάση 2: Εισαγωγή της αριθμητικής μέχρι το 100: άλματα σε δεκάδες και άλματα διαμέσου των δεκάδων
Κατά τη διάρκεια της εξερεύνησης των προβλημάτων πρόσθεσης και αφαίρεσης εισάγονται δύο βασικές διαδικασίες αρίθμησης: 

· Άλματα σε δεκάδες. Για παράδειγμα, το 38+20 υπολογίζεται πραγματοποιώντας δύο άλματα του 10: 38, 48 (ένα άλμα του 10), 58 (δεύτερο άλμα του 10). 
· Άλματα διαμέσου των δεκάδων. Για παράδειγμα, το 38+6 υπολογίζεται πραγματοποιώντας δύο άλματα: 38+2=40, 40+4=44. 
Φάση 3: Εισαγωγή της στρατηγικής της συσσώρευσης (Ν10) στην κενή αριθμητική γραμμή 

Εισάγεται πρώτα μια γενική μέθοδος για τη λύση κάθε προβλήματος με αριθμούς μέχρι το 100. Είναι η διαδοχική μέθοδος ή μέθοδος της συσσώρευσης (Ν10), που περιγράφεται στη ενότητα 2.3. Στη μέθοδο αυτή ο πρώτος αριθμός κρατείται ολόκληρος, ενώ ο δεύτερος αριθμός προστίθεται ή αφαιρείται με διαφορετικά τμήματα. Η κενή αριθμητική γραμμή εισάγεται για να υποστηριχθεί η μέθοδος αυτή. Οι μαθητές σύντομα φτάνουν στο να χρησιμοποιούν αυτή την μέθοδο γράφοντας μόνο τα βήματα που χρησιμοποίησαν, για παράδειγμα, όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα 7, για την πρόσθεση 37+28.      
Φάση 4: Προέκταση στους δύο άλλους τύπους στρατηγικών: η μέθοδος του διαχωρισμού των δεκάδων (1010) και οι ποικίλες στρατηγικές

Όταν οι μαθητές κατακτήσουν αρκετά τη μέθοδο της διαδοχής, θα γνωρίσουν διαδοχικά δύο άλλους τύπους στρατηγικών, τη στρατηγική του διαχωρισμού (1010) και τις ποικίλες στρατηγικές. Η στρατηγική του διαχωρισμού χρησιμοποιείται ως δεύτερη γενική μέθοδος για να λύνεται κάθε πρόβλημα με αριθμούς μέχρι το 100 (για παράδειγμα, στην πρόσθεση 34+23 έχουμε: 30+20=50, 4+3=7). Οι ποικίλες μέθοδοι βασίζονται στις στοιχειώδεις ιδιότητες των αριθμών και των πράξεων, όπως είναι η αντιστάθμιση (για παράδειγμα στην πρόσθεση 37+28 έχουμε: 37+30=67, 67-2=65), η εξισορρόπηση (37+28: 35+30=65) και  η πρόσθεση προς τα επάνω (37-28: από το 28 μέχρι το 30 είναι 2, από το 30 μέχρι το 37 είναι 7, άρα 2+7=9).     
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Εικόνα 7: Η πρόσθεση 37+28 με τη στρατηγική Ν10 
Η χρήση της κενής αριθμητικής γραμμής στα Ρεαλιστικά Μαθηματικά των Ολλανδών επηρέασε και την αγγλική σχολή. Διαβάζοντας το έγγραφο καθοδήγησης ‘Guidance paper’ για τους υπολογισμούς στο νέο πλαίσιο για τη διδασκαλία των μαθηματικών (DfES, 2006) στην Αγγλική Εθνική Στρατηγική στην Πρωτοβάθμια English Primary National Strategy’s (PNS) διαπιστώνεται ότι υιοθετείται σταθερά η χρήση της κενής αριθμητικής γραμμής. Ο Thompson (2007) κριτικάρει τη χρήση (ή κακή χρήση) της ΚΑΓ από το PNS λέγοντας ότι υπάρχει παρανόηση του σκοπού της. Η Murphy (2008) κρίνει ότι αυτή η υιοθέτηση της κενής αριθμητικής γραμμής είναι αποσπασματική και ότι υπάρχουν ασάφειες. Στην έρευνά της η Murphy αντιπαραβάλλει την παρουσίαση της κενής γραμμής αριθμού (ΚΑΓ) στην Ολλανδία με τη χρήση της στη διδασκαλία των νοερών υπολογισμών στην Αγγλία. Για τον σκοπό αυτόν ερευνά την υιοθέτηση από τους Ολλανδούς των σοβιετικών κοινωνικοπολιτιστικών φιλοσοφιών, ειδικότερα τη θεωρία Gal'perin, και συνδέει την έννοια της εσωτερικοποίησης στην ανάλυση της ΚΑΓ και τη χρήση της στην Αγγλική Εθνική Στρατηγική στην Πρωτοβάθμια (PNS). 
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