
Μαθηματικά 10

ΠΑΡΆΓΩΓΟΙ



Παράγωγος 

• Η παράγωγος εκφράζει τη μεταβολή της τιμής μιας
συνάρτησης σε σχέση με μια άλλη μεταβλητή.

• Η παράγωγος της θέσης ενός αυτοκινήτου
(εξαρτημένη μεταβλητή – συνάρτηση – y=f(x) σε
σχέση με το χρόνο (ανεξάρτητη μεταβλητή – x)
είναι η ταχύτητα του αντικειμένου.

• Δεύτερη Παράγωγος είναι η μεταβολή της
μεταβολής

– Στην περίπτωση του αυτοκινήτου είναι η επιτάχυνση



Συμβολισμοί και ορισμοί των παραγώγων σε σημείο

η παράγωγος της 𝑓(𝑥) στο 𝑥0 δίνεται από τον τύπο:   

𝑓 ′ 𝑥0 = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= lim

𝛥𝑥→0
 
𝑓 𝑥0 + Δ𝑥 − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
 

Επίσης, η παράγωγος της 𝑓 συμβολίζεται και ως εξής:   

𝑓′ 𝑥0 = 𝑦′  𝑥 =  
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
=

𝑑𝑓

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓′ 

συνάρτηση 𝑦 = 𝑓(𝑥) σε ένα πεδίο ορισμού 𝛢 με 𝑥0 ∈ 𝐴 
Ορισμός 1 



Ορισμός 2: Mια συνάρτηση 𝑓, με πεδίο ορισμού ένα σύνολο 𝛢, είναι 

παραγωγίσιμη στο 𝑥0, όταν ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες: 

 το 𝑥0 βρίσκεται μέσα στο διάστημα Α 

 υπάρχει το όριο 𝑓′  𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

 
𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 

 το όριο είναι πραγματικός αριθμός  



Στην περίπτωση που το πεδίο ορισμού είναι σύνολο της μορφής 

(𝑎, 𝑥0) ∪ [𝑥0, 𝑏) ή (𝑎, 𝑥0] ∪ (𝑥0, 𝑏), δηλαδή διαστήματα με άκρα το 𝑥0 

όπου το ένα από αυτά είναι κλειστό, τότε η συνάρτηση 𝑓 είναι 

παραγωγίσιμη στο 𝑥0, με συνθήκη 

 𝑓 ′ 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

+
 
𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= lim

𝑥→𝑥0
−

 
𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
, δηλαδή οι πλευρικές 

παράγωγοι είναι ίσες  

 το όριο είναι πραγματικός αριθμός  



Στην περίπτωση που το πεδίο ορισμού είναι σύνολο της μορφής [𝑥0, 𝑏), 

δηλαδή κλειστό διάστημα από αριστερά με άκρο το 𝑥0, τότε η συνάρτηση 

𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 όταν 

 𝑓 ′ 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

+
 
𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥0 

𝑥−𝑥0
   

 το όριο είναι πραγματικός αριθμός  



Στην περίπτωση που το πεδίο ορισμού είναι σύνολο της μορφής (𝑎, 𝑥0], 

δηλαδή κλειστό διάστημα από δεξιά με άκρο το 𝑥0, τότε η συνάρτηση 𝑓 

είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0, με συνθήκη  

 𝑓 ′ 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

−
 
𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥0 

𝑥−𝑥0
   

 το όριο είναι πραγματικός αριθμός  

Σημειώνεται ότι αν το όριο τείνει στο ±∞, τότε η συνάρτηση 𝑓 δεν είναι 

παραγωγίσιμη στο 𝑥0  



Θεώρημα: Αν μια συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 𝑥0, τότε 

είναι και συνεχής στο σημείο αυτό.  



Να βρεθεί η παράγωγος της παρακάτω συνάρτησης, με βάση τον 1ο 

ορισμό της παραγώγου,  

𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥 + 𝑏     (συνάρτηση της ευθείας γραμμής) 



Λύση:   

𝑓 ′ 𝑥0 = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0
 
𝑓 𝑥0 + Δ𝑥 − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
= 

= lim
Δ𝑥→0

 
𝛼 𝑥0 + Δ𝑥 + 𝑏           

𝑎𝑥 +𝑏

− 𝛼 ∙ 𝑥0 − 𝑏

Δ𝑥
= 

= lim
Δ𝑥→0

 
𝛼𝑥0 + 𝛼Δ𝑥 − 𝛼 ∙ 𝑥0

Δ𝑥
= 

= lim
Δ𝑥→0

 
𝛼Δ𝑥

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0
 𝛼 = 𝛼 



Να βρεθεί η παράγωγος της παρακάτω συνάρτησης, με βάση τον 1ο 

ορισμό της παραγώγου,  

𝑓(𝑥) = 𝑥3     



𝑓′ 𝑥0 = lim
Δ𝑥→0

 
𝑓 𝑥0 + Δ𝑥 − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0
 
 𝑥0 + Δ𝑥        

𝑥3

− 𝑥0
3

Δ𝑥
= 

= lim
Δ𝑥→0

 
 𝑥0

3 + 3𝑥0
2Δ𝑥 + 3𝑥0Δ𝑥

2 + Δ𝑥3                      
𝜏𝛼𝜐𝜏 ό𝜏휂𝜏𝛼

− 𝑥0
3

Δ𝑥
= 

= lim
Δ𝑥→0

 3𝑥0
2Δ𝑥 + 3𝑥0Δ𝑥

2 + Δ𝑥3

Δ𝑥
= 



= lim
Δ𝑥→0

 3𝑥0
2Δ𝑥 + 3𝑥0Δ𝑥2

Δ𝑥
+ lim

Δ𝑥→0

Δ𝑥3

Δ𝑥

                       

𝛴휋ά휇휀  𝜏휊  휅휆ά𝜎휇𝛼  휅𝛼휄  𝜒휌휂𝜎휄휇휊휋휊휄휊 ύ휇휀  휋𝛼휌 ά휆휆휂휆𝛼

𝜏휂휈  휄𝛿휄 ό𝜏휂𝜏𝛼  𝜏휊𝜐  ά휃휌휊 ί𝜎휇𝛼𝜏휊𝜍  𝜏𝜔휈  휊휌 ί𝜔휈

= 

= lim
Δ𝑥→0

Δ𝑥  3𝑥0
2 + 3𝑥0Δ𝑥 

Δ𝑥

             
𝛫휊휄휈 ό𝜍  휋𝛼휌 ά𝛾휊휈𝜏𝛼𝜍  𝜏휊  Δ𝑥

+ 0 = 

= lim
𝛥𝑥→0

 (3𝑥0
2 + 3𝑥0Δ𝑥) = 3𝑥0

2
 



Να βρεθεί η παράγωγος της παρακάτω συνάρτησης, με βάση τον 1ο 

ορισμό της παραγώγου,  

𝑓(𝑥) = 𝑥
1

2   ή αλλιώς   𝑓 𝑥 =  𝑥 



𝑓′ 𝑥0 = lim
Δ𝑥→0

 
𝑓 𝑥0 + Δ𝑥 − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0
 
 𝑥0 + Δ𝑥 1/2         

𝑥1/2

− 𝑥0
1/2

Δ𝑥
= 

= lim
Δ𝑥→0

 
 𝑥0 + Δ𝑥 1/2 − 𝑥0

1/2

Δ𝑥
∙
 𝑥0 + Δ𝑥 1/2 + 𝑥0

1/2

 𝑥0 + Δ𝑥 1/2 + 𝑥0
1/2

                           

휋휊휆휆𝛼휋휆𝛼𝜎휄 ά휁휊𝜐휇휀  휅𝛼휄  𝛿휄𝛼휄휌휊 ύ휇휀  휇휀  𝜏휂  𝜎𝜐휁𝜐𝛾 ή 

휋𝛼휌 ά𝜎𝜏𝛼𝜎휂   𝑥0+Δ𝑥 1/2+𝑥0
1/2

= 



= lim
Δ𝑥→0

 
  𝑥0 + Δ𝑥 

1
2 

2

− (𝑥0

1
2)2

Δ𝑥[ 𝑥0 + Δ𝑥 
1
2 + 𝑥0

1
2]

               
 𝛵𝛼𝜐𝜏ό𝜏휂𝜏𝛼  𝛼 + 𝛽  𝛼 – 𝛽 = 𝛼2 – 𝛽2

= 

= lim
Δ𝑥→0

 
 𝑥0 + Δ𝑥 1 − 𝑥0

1

Δ𝑥[ 𝑥0 + Δ𝑥 1/2 + 𝑥0
1/2

]

                 
 𝛵𝛼𝜐𝜏ό𝜏휂𝜏𝛼 (𝛼 + 𝛽)(𝛼 – 𝛽) = 𝛼2 – 𝛽2

= 



= lim
Δ𝑥→0

Δ𝑥

Δ𝑥[ 𝑥0 + Δ𝑥 
1
2 + 𝑥0

1
2]

= lim
Δ𝑥→0

1

[ 𝑥0 + Δ𝑥 1/2 + 𝑥0
1/2

]
= 

=
1

[ 𝑥0 + 0 1/2 + 𝑥0
1/2

]
=

1

𝑥0
1/2

+ 𝑥0
1/2

=
1

2𝑥0
1/2

=
1

2
𝑥0

−1/2
 



Να βρεθεί η παράγωγος της παρακάτω συνάρτησης, με βάση τον 1ο 

ορισμό της παραγώγου, στο σημείο 𝑥0 = 2. 

𝑓(𝑥) = 4𝑥2 + 3 



𝑓′  𝑥0 = lim
Δ𝑥→0

 
𝑓 𝑥0 + Δ𝑥 − 𝑓 𝑥0 

Δ𝑥
= 

= lim
Δ𝑥→0

 
4 𝑥0 + Δ𝑥 2 + 3           

4x2  + 3

− (4𝑥0
2 + 3)

Δ𝑥
= 

= lim
Δ𝑥→0

 
4(𝑥0

2 + 2𝑥0Δ𝑥 + Δ𝑥2) + 3 − 4𝑥0
2 − 3

Δ𝑥
= 



= lim
Δ𝑥→0

 
4𝑥0

2 + 8𝑥0Δ𝑥 + 4Δ𝑥2 + 3 − 4𝑥0
2 − 3

Δ𝑥
= 

= lim
𝛥𝑥→0

 
8𝑥0Δ𝑥 + 4Δ𝑥2

Δ𝑥
= 

= lim
Δ𝑥→0

 
Δ𝑥 8𝑥0 + 4Δ𝑥 

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0
8𝑥0 + 4Δ𝑥 = 8𝑥0   

για 𝑥0 = 2  έχουμε  𝑓 2 = 8 ∙ 2 = 16. 



Να βρεθεί η παράγωγος της παρακάτω συνάρτησης, με βάση το 2ο ορισμό 

της παραγώγου, στο σημείο 𝑥0 = 2. 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3 



Λύση: To πεδίο ορισμού της 𝑓 είναι όλο το ℛ. Για 𝑥0 ∈ ℛ και 𝑥 ≠ 𝑥0  ή 

𝑥 ≠ 2 έχουμε:  

𝑓′ 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0

= lim
𝑥→2

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 2 

𝑥 − 2
= 

= lim
𝑥→2

 
𝑥2 + 3 − (22 + 3)

𝑥 − 2
= 



= lim
𝑥→2

 
𝑥2 + 3 − 7

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2
 
𝑥2 − 4

𝑥 − 2
= 

= lim
𝑥→2

 
 𝑥 − 2 (𝑥 + 2)

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2
 𝑥 + 2 = 4 



Να βρεθεί η παράγωγος της παρακάτω συνάρτησης, με βάση το 2ο ορισμό 

της παραγώγου, στο σημείο 𝑥0 = 2. 

𝑓 𝑥 =  𝑥 + 5 



Λύση: Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι [0, +∞), καθώς το υπόριζο 

πρέπει να είναι θετικό, δηλαδή 𝑥 ≥ 0. Για 𝑥0 ∈ [0, +∞) και 𝑥 ≠ 𝑥0  ή 𝑥 ≠ 2 

έχουμε:  

𝑓′ 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0

= lim
𝑥→2

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 2 

𝑥 − 2
= 

= lim
𝑥→2

 
 𝑥 + 5 – ( 2 + 5 )

𝑥 − 2
= 



= lim
𝑥→2

 
 𝑥 + 5 – 2 − 5 )

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2
 
 𝑥 – 2

𝑥 − 2
= 

= lim
𝑥→2

 
 𝑥 – 2

𝑥 − 2
∙
 𝑥 +  2

 𝑥 +  2

               

𝛤휄𝛼  휈𝛼  𝛼휋휊𝜑 ύ𝛾휊𝜐휇휀  𝜏휂휈  

𝛼휋휌휊𝜎𝛿휄휊휌휄𝜎𝜏 ί𝛼  휋휊휆휆𝛼휋휆𝛼𝜎휄 ά휁휊𝜐휇휀

휅𝛼휄  𝛿휄𝛼휄휌휊 ύ휇휀  휇휀  𝜏휂  𝜎𝜐휁𝜐𝛾 ή 휋𝛼휌 ά𝜎𝜏𝛼𝜎휂

= 

= lim
𝑥→2

 
  𝑥 

2
 –   2 

2

 𝑥 − 2   𝑥 +  2 

               
𝛵𝛼𝜐𝜏ό𝜏휂𝜏𝛼  𝛼 + 𝛽  𝛼 – 𝛽 = 𝛼2 – 𝛽2

= 



= lim
𝑥→2

 
𝑥 − 2

(𝑥 − 2)( 𝑥 +  2)
= lim

𝑥→2
 

1

( 𝑥 +  2)
= 

=  
1

( 2 +  2)
=

1

2 2
 



 Να βρεθεί η παράγωγος της παρακάτω συνάρτησης, με βάση το 2ο ορισμό 

της παραγώγου, στο σημείο 𝑥0 = 0. 

𝑓 𝑥 =  𝑥  



Λύση: To πεδίου ορισμού της 𝑓 είναι όλο το ℛ. Για 𝑥0 ∈ ℛ και 𝑥 ≠ 𝑥0  ή 

𝑥 ≠ 0 έχουμε:  

𝑓 ′ 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0

= lim
𝑥→𝑥0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
= 

= lim
𝑥→0

 
 𝑥 −  0 

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0
 
 𝑥 

𝑥
  



 𝑥 =  
𝑥         αν 𝑥 > 0
−𝑥      αν 𝑥 < 0 

  

παίρνουμε τις πλευρικές παραγώγους της 𝑓:  

 

lim
𝑥→0+

 
 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→0+
 
𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0+
 1 = 1 

και 

lim
𝑥→0−

 
 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→0−
 
−𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0+
− 1 = −1 



Επειδή 

lim
𝑥→0+

 
 𝑥 

𝑥
≠ lim

x→0−
 
 𝑥 

𝑥
 

συμπεραίνουμε ότι η 𝑓 δεν παραγωγίζεται στο 𝑥0 = 0. 



: Να βρεθεί η παράγωγος της παρακάτω συνάρτησης, με βάση το 2ο 

ορισμό της παραγώγου, στο σημείο 𝑥0 = 2. 

𝑓 𝑥 =
1

2𝑥2
 



Λύση: To πεδίο ορισμού της 𝑓 είναι όλο το 𝛢 = ℛ −  2 . Για 𝑥0 ∈ 𝛢 και 

𝑥 ≠ 𝑥0  ή 𝑥 ≠ 2 έχουμε:  

𝑓′ 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0

= lim
𝑥→2

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 2 

𝑥 − 2
= 

= lim
𝑥→2

 

1
2𝑥2 −

1
2 ∙ 22

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2
 

1
2𝑥2 −

1
8

𝑥 − 2
= 



= lim
𝑥→2

 

4
8𝑥2 −

𝑥2

8𝑥2

𝑥 − 2

         

𝛰휇ώ휈𝜐휇𝛼  
휅휆ά𝜎휇𝛼𝜏𝛼

= lim
𝑥→2

 

4 − 𝑥2

8𝑥2

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2
 

4 − 𝑥2

8𝑥2

𝑥 − 2
1

 

= lim
𝑥→2

4 − 𝑥2

8𝑥2 𝑥 − 2 

           

𝛱휊휆휆𝛼휋휆𝛼𝜎휄 ά휁휊𝜐휇휀  𝜏휊𝜐𝜍  

ά휅휌휊𝜐𝜍  ό휌휊𝜐𝜍  휇휀𝜏𝛼휉 ύ 𝜏휊𝜐𝜍  

𝛾휄𝛼  휈𝛼  𝛽휌휊 ύ휇휀  𝜏휊휈  𝛼휌휄휃휇휂𝜏 ή 

휅𝛼휄  𝜏휊𝜐𝜍  휇έ𝜎휊𝜐𝜍  𝛾휄𝛼  휈𝛼  

 𝛽휌휊 ύ휇휀  𝜏휊휈  휋𝛼휌휊휈휊휇𝛼𝜎𝜏 ή

= lim
𝑥→2

− 𝑥 − 2  𝑥 + 2            

𝛵𝛼𝜐𝜏 ό𝜏휂𝜏𝛼  4−𝑥2=

− 𝑥−4 =− 𝑥2−22 

8𝑥2 𝑥 − 2 
= 

= lim
𝑥→2

− 𝑥 + 2 

8𝑥2
= −

4

8 ∙ 22
= −

4

8 ∙ 22
= −

1

8
 



Κανόνες παραγώγισης

 συνάρτηση παράγωγος 

1 𝑓(𝑥) 𝑓 ′(𝑥) 

2 𝑐 0 

3 𝑥 1 

4  𝑥 
1

2 𝑥
 

 



 συνάρτηση παράγωγος 

5 𝑥𝑛  𝑛𝑥𝑛−1  

6 𝑒𝑥  𝑒𝑥  

7 𝑙𝑛𝑥 
1

𝑥
 

8 𝑎𝑥  𝑎𝑥 𝑙𝑛𝛼 

 



Κανόνες παραγώγισης

1 (𝑓 + 𝑔)′ = 𝑓 ′ + 𝑔′  

2 (𝑓 − 𝑔)′ = 𝑓 ′ − 𝑔′  

3       (𝑐𝑓(𝑥))′ = 𝑐𝑓 ′(𝑥) 

4        (𝑓𝑔)′ = 𝑓 ′𝑔 + 𝑓𝑔′  

 



5       
𝑓

𝑔
 
′

=
𝑓 ′𝑔 − 𝑓𝑔′

𝑔2
 

6  
1

𝑔
 
′

= −
𝑔′

𝑔2
 

7     
𝑐

𝑔
 
′

= −
𝑐𝑔′

𝑔2
 

8 για 𝐹 𝑥 =  𝑓o𝑔  𝑥      ισχύει  

𝐹′ 𝑥 = 𝑓 ′ 𝑔 𝑥  𝑔′(𝑥) 

 



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης 𝑓(𝑥) = 3𝑥 − 2 



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ. 

𝑓′ 𝑥 = (3𝑥 − 2)′ = (3𝑥)′ − (2)′ = 3 − 0 = 3 



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης  

𝑦 = −2𝑥3 + 𝑥2 + 2. 



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ. 

𝑦′  =  −2𝑥3 + 𝑥2 + 2 ′ = 

=  −2𝑥3 ′ +  𝑥2 ′+ 2 ′               
 𝑓+𝑔 ′ =𝑓 ′ +𝑔 ′

= 

= −6𝑥2 + 2𝑥 + 0           
−2𝑥3=−2∙3𝑥2  

= −6𝑥2 + 2𝑥 



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης 

𝑓 𝑥 =  𝑥 − 2 (𝑥 − 5) 



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ. 

𝑓′ 𝑥 =   𝑥 − 2  𝑥 − 5  
′

= 

=  𝑥 − 2 ′ 𝑥 − 5 +  𝑥 − 2  𝑥 − 5 ′                       
       (𝑓𝑔)′ =𝑓 ′𝑔+𝑓𝑔 ′

= 

= (𝑥′−2′) 𝑥 − 5 +  𝑥 − 2  𝑥′ − 5′ = 



• Να βρεθεί η παράγωγος 

• 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥



• Να βρεθεί η παράγωγος 

• 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥

• Λύση 

• 𝑓′ 𝑥 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 ′ = 𝑥𝑙𝑛𝑥 ′ − 𝑥 ′ =

= 𝑥𝑙𝑛𝑥′ + 𝑥′𝑙𝑛𝑥 − 1 = 𝑥
1

𝑥
+ 𝑙𝑛𝑥 − 1 = 𝑙𝑛𝑥



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης  

𝐹 𝑥 =  𝑥2 − 2𝑥 5  



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ. Η συνάρτηση 𝐹 

είναι σύνθετη συνάρτηση και συνεπώς η παράγωγός της θα στηριχθεί στον 

κανόνα: 𝐹 𝑥 =  𝑓𝑜𝑔 (𝑥) και 𝐹′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑔 𝑥  𝑔′(𝑥) 



1ος τρόπος: 

Έστω 𝐹 𝑥 =  𝑓𝑜𝑔  𝑥 =  𝑥2 − 2𝑥 5 

Θέτουμε όπου 𝑢 = 𝑔 𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥 και 𝑓(𝑢) = 𝑢5 συνεπώς 𝐹(𝑥) =

𝑓(𝑔(𝑥)). Από τον κανόνα παραγώγισης των σύνθετων συναρτήσεων 

έχουμε:  

𝐹′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑔 𝑥  𝑔′ 𝑥 = 𝑓′  𝑢 𝑔′ 𝑥 =  𝑢5 ′ 𝑥2 − 2𝑥 ′ = 

= 4𝑢5 2𝑥 − 2 = 5(𝑥2 − 2𝑥)4 2𝑥 − 2                
ό휋휊𝜐  𝑢=𝑥2−2𝑥

 



2ος τρόπος: 

Χρησιμοποιούμε κατευθείαν τον κανόνα παραγώγισης των σύνθετων 

συναρτήσεων, δηλαδή: 

  𝑥2 − 2𝑥 5 ′ = 5 𝑥2 − 2𝑥 4 𝑥2 − 2𝑥 ′               

Έ𝜎𝜏𝜔  𝑢𝑛  휂  𝜎ύ휈휃휀𝜏휂  𝜎𝜐휈 ά휌𝜏휂𝜎휂 ,

𝜏ό𝜏휀  휂  휋𝛼휌𝛼𝛾𝜔𝛾 ό𝜍  𝜏휂𝜍  휀ί휈𝛼휄  ί𝜎휂   휇휀 :

𝜏휂휈  휋𝛼휌 ά𝛾𝜔𝛾휊𝜍  𝜏휂𝜍  𝑢𝑛  𝛿휂휆𝛼𝛿 ή 

휇휀 ί𝜔𝜎휂  𝜏휂𝜍  𝛿ύ휈𝛼휇휂𝜍  𝑛𝑢𝑛−1  

 휀휋ί 𝜏휂휈  휋𝛼휌 ά𝛾𝜔𝛾휊  𝜏휂𝜍  𝛽ά𝜎휂𝜍  𝑢 ′  

= 

= 5 𝑥2 − 2𝑥 4(2𝑥 − 2)  



Να βρεθεί η παράγωγος της 
συνάρτησης 

𝑦 =  3𝑥2 + 1 3



Να βρεθεί η παράγωγος της 
συνάρτησης 

𝑦 =  3𝑥2 + 1 3

𝑔 = 3𝑥2 + 1

𝑦′ = 𝑔3′ = 3𝑔2𝑔′ ⟺ 3 3𝑥2 + 1 2 3𝑥2 + 1 ′⟺

⟺ 3 3𝑥2 + 1 2 ∗ 6 ∗ 𝑥



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης  

𝐹 𝑥 =
5

4 + 𝑥2
 



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ, καθώς για κάθε 

𝑥 ∈ ℛ η ποσότητα 4 + 𝑥2 ≠ 0. 

Η συνάρτηση 𝐹 είναι σύνθετη συνάρτηση και συνεπώς η παράγωγός της 

θα στηριχθεί στον κανόνα: 𝐹 𝑥 =  𝑓𝑜𝑔 (𝑥) και 𝐹′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑔 𝑥  𝑔′(𝑥) 



1ος τρόπος: 

Έστω 

𝐹 𝑥 =  𝑓𝑜𝑔  𝑥 =
5

4 + 𝑥2
= 5(4 + 𝑥2)−1 

Θέτουμε όπου 𝑢 = 𝑔 𝑥 = 4 + 𝑥2  και 𝑓(𝑢) = 5𝑢−1  

Συνεπώς 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) 



Από τον κανόνα παραγώγισης των σύνθετων συναρτήσεων έχουμε:  

𝐹′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑔 𝑥  𝑔′ 𝑥 = 𝑓′  𝑢 𝑔′ 𝑥 = 

= (5𝑢−1)′     

(𝑥𝑛 )′ =𝑛𝑥𝑛−1

ή

(−1)5𝑢−1−1

 4 + 𝑥2 ′ = −5𝑢−2 2𝑥  

= −5 4 + 𝑥2 −2 2𝑥              
ό휋휊𝜐  𝑢=4+𝑥2

= −5
1

 4 + 𝑥2 2
2𝑥 = 

= −
10𝜒

(4 + 𝑥2)2
 



2ος τρόπος: 

Χρησιμοποιούμε τον κανόνα παραγώγισης    
𝑐

𝑔
 
′

= −
𝑐𝑔 ′

𝑔2
 όπου 𝑐 = 5 και 

𝑔 = 4 + 𝑥2  

 
5

4 + 𝑥2
 
′

= −
5(4 + 𝑥2)′

(4 + 𝑥2)2
= −

5 ∙ 2𝑥

(4 + 𝑥2)2
=  −

10𝑥

(4 + 𝑥2)2
 



3ος τρόπος: 

Χρησιμοποιούμε τον κανόνα παραγώγισης   
𝑓

𝑔
 
′

=
𝑓 ′𝑔−𝑓𝑔 ′

𝑔2
 όπου 𝑓 = 5 και 

𝑔 = 4 + 𝑥2  

 
5

4 + 𝑥2
 
′

=
5′ 4 + 𝑥2 − 5 4 + 𝑥2 ′

 4 + 𝑥2 2
= 

=
0 ∙  4 + 𝑥2        

𝛨  휋𝛼휌 ά𝛾𝜔𝛾휊𝜍

𝜎𝜏𝛼휃휀휌 ά𝜍 휀ί휈𝛼휄

ί𝜎휂  휇휀  휇휂𝛿 έ휈

− 5 ∙ (2𝑥)

(4 + 𝑥2)2
= −

10𝑥

(4 + 𝑥2)2
 



Να βρεθεί η παράγωγος της 
συνάρτησης 

𝑦 =
𝑥2 + 1

5𝑥 − 3



Να βρεθεί η παράγωγος της 
συνάρτησης 

𝑦 =
𝑥2 + 1

5𝑥 − 3

𝑦′ =
𝑥2 + 1

5𝑥 − 3

′

=
 𝑥2+1 ′ ∗ 5𝑥 − 3 − 𝑥2 + 1 ∗ 5𝑥 − 3 ′

5𝑥 − 3 2

⟺
2𝑥 ∗ 5𝑥 − 3 − 𝑥2 + 1 ∗ 5

5𝑥 − 3 2



Να βρεθεί η παράγωγος της 
συνάρτησης 

𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥 + 1



Να βρεθεί η παράγωγος της 
συνάρτησης 

𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥 + 1

𝑦 = 𝑔

𝑦′ = 𝑔
′
=

1

2 𝑔
𝑔′

⟺
1

2 𝑥3 + 2𝑥 + 1
 𝑥3 + 2𝑥 + 1 ′

⟺
1

2 𝑥3 + 2𝑥 + 1
 3𝑥2 + 2 



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης  

𝐹 𝑥 = 𝑒𝑥2−2𝑥 . 



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ. Η συνάρτηση 𝐹 

είναι σύνθετη συνάρτηση και συνεπώς η παράγωγός της θα στηριχθεί στον 

κανόνα: 𝐹 𝑥 =  𝑓𝑜𝑔 (𝑥) και 𝐹′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑔 𝑥  𝑔′(𝑥) 



1ος τρόπος:  

Έστω 𝐹 𝑥 =  𝑓𝑜𝑔  𝑥 = 𝑒𝑥2−2𝑥  

Θέτουμε όπου 𝑢 = 𝑔 𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥 και 𝑓(𝑢) = 𝑒𝑢   

Συνεπώς, 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) 



Από τον κανόνα παραγώγισης των σύνθετων συναρτήσεων έχουμε:  

𝐹′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑔 𝑥  𝑔′ 𝑥 = 𝑓′ 𝑢 𝑔′ 𝑥 =  𝑒𝑢 ′ 𝑥2 − 2𝑥 ′ = 

= 𝑒𝑢 2𝑥 − 2 = 𝑒𝑥2−2𝑥 2𝑥 − 2            
ό휋휊𝜐  𝑢=𝑥2−2𝑥

 



2ος τρόπος: 

Χρησιμοποιούμε κατευθείαν τον κανόνα παραγώγισης των σύνθετων 

συναρτήσεων, δηλαδή: 

(𝑒𝑥2−2𝑥)′ = (𝑒𝑥2−2𝑥)  𝑥2 − 2𝑥 ′             

Έ𝜎𝜏𝜔  𝑒𝑢  휂  𝜎ύ휈휃휀𝜏휂  𝜎𝜐휈 ά휌𝜏휂𝜎 휂 ,

𝜏ό𝜏휀  휂  휋𝛼휌𝛼𝛾𝜔𝛾 ό𝜍  𝜏휂𝜍  휀ί휈𝛼휄  ί𝜎휂   휇휀 :

𝜏휂휈  휋𝛼휌 ά𝛾𝜔𝛾휊𝜍  𝜏휂𝜍  𝑒𝑢 ,

𝛾휈𝜔휌 ί휁휊𝜐휇휀  ό𝜏휄  (𝑒𝑢 )′ =𝑒𝑢  

 휀휋ί 𝜏휂휈  휋𝛼휌 ά𝛾𝜔𝛾휊  𝜏휂𝜍  𝛿ύ휈𝛼휇휂𝜍  𝑢 ′  

= (𝑒𝑥2−2𝑥)(2𝑥 − 2)  



• Να βρεθεί η παράγωγος 

• 𝑓 𝑥 =
𝑒𝑥

𝑒𝑥−1



• Να βρεθεί η παράγωγος 

• 𝑓 𝑥 =
𝑒𝑥

𝑒𝑥−1
 
𝑓

𝑔
 ′=

𝑓′𝑔−𝑓𝑔′

𝑔2

• Λύση 

• 𝑓′ 𝑥 =
𝑒𝑥

𝑒𝑥−1

′

=
𝑒𝑥 ′ 𝑒𝑥−1 − 𝑒𝑥  𝑒𝑥−1 ′

𝑒𝑥−1 2 =

=
𝑒𝑥  𝑒𝑥−1 − 𝑒𝑥 ∗ 𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1 2
=

=
𝑒𝑥 ∗ 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 ∗ 𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1 2
=

−𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1 2



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης  

𝑓 𝑥 = (2𝑥2 − 4𝑥 +  5)3 



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ. 

 (2𝑥2 − 4𝑥 +  5)3 
′

= 3 2𝑥2 − 4𝑥 +  5 
2

(2𝑥2 − 4𝑥 +  5)′
                         

𝛱𝛼휌ά𝛾𝜔𝛾휊 𝜍  𝜎ύ휈휃휀𝜏휂𝜍  𝜎𝜐휈 ά휌𝜏휂𝜎휂𝜍 :  

𝛾휄𝛼  𝑢=2𝑥2−4𝑥+ 5 έ𝜒휊𝜐휇휀  𝑢3  휅𝛼휄

 (𝑢3)′ =3 𝑢3−1∙ 𝑢 ′

= 

= 3 2𝑥2 − 4𝑥 +  5 
2

 2𝑥2 − 4𝑥 +  5 ′
           

𝛱𝛼휌ά𝛾𝜔𝛾휊𝜍  𝛼휃휌휊 ί𝜎휇𝛼𝜏휊𝜍 =

ά휃휌휊휄𝜎휇𝛼  휋𝛼휌𝛼𝛾 ώ𝛾𝜔휈

= 

= 3 2𝑥2 − 4𝑥 +  5 
2

(4𝑥 − 4) 



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης 

𝑓 𝑥 =
5𝑥2

𝑥2 + 2
 



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ, καθώς για κάθε 

𝑥 ∈ ℛ η ποσότητα 𝑥2 + 2 ≠ 0. 

(
5𝑥2

𝑥2 + 2
)′ =

(5𝑥2)′(𝑥2 + 2) − (5𝑥2)(𝑥2 + 2)′

(𝑥2 + 2)2

                     

 (
𝑓
𝑔

)′ =
𝑓 ′𝑔−𝑓𝑔 ′

𝑔2

= 

=
(10𝑥)(𝑥2 + 2) − (5𝑥2)(2𝑥)

(𝑥2 + 2)2
=

(10𝑥3 + 20𝑥) − (10𝑥3)

(𝑥2 + 2)2
 



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης 

𝑓 𝑥 =  𝑥2 + 2
3

 



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ, καθώς το υπόριζο 

είναι στην τρίτη ρίζα και συνεπώς μπορεί να λάβει αρνητικές και θετικές 

τιμές, βέβαια η έκφραση 𝑥2 + 2 για κάθε 𝑥 ∈ ℛ είναι 𝑥2 + 2 > 0. 



  𝑥2 + 2
3

 
′

=  (𝑥2 + 2)
1
3 

′

=
1

3
(𝑥2 + 2)

1
3

 − 1(𝑥2 + 2)′
               

𝛱𝛼휌ά𝛾𝜔𝛾휊𝜍  𝜎ύ휈휃휀𝜏휂𝜍    

𝜎𝜐휈 ά휌𝜏휂𝜎휂𝜍 : 𝛾휄𝛼  𝑢=𝑥2+2 

έ𝜒휊𝜐휇휀  𝑢
1
3  휅𝛼휄  

( 𝑢
1
3)′ =1

3
 𝑢

1
3

 −1
∙𝑢 ′

= 

=
1

3
(𝑥2 + 2)− 2

3(2𝑥)
           

=

(𝑥2+2)
1
3 
− 

3
3=(𝑥2+2)

− 
2
3

2𝑥

3(𝑥2 + 2)
2
3

=
2𝑥

3 ∙  (𝑥2 + 2)23
 



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης   

𝑓 𝑥 = 2𝑙𝑛3𝑥 



Λύση: To πεδίο ορισμού της 𝑓 είναι το 𝐴 = (0, +∞), καθώς στη 

λογαριθμική συνάρτηση 𝑙𝑛𝑥, το 𝑥 > 0. 

(2𝑙𝑛3𝑥)′ = 2 ∙ 3𝑙𝑛2𝑥 ∙ (𝑙𝑛𝑥)′           

𝛱𝛼휌ά𝛾𝜔𝛾휊𝜍  𝜎ύ휈휃휀𝜏휂𝜍  

𝜎𝜐휈 ά휌𝜏휂𝜎휂𝜍 : 2𝑢3  𝛾휄𝛼

𝑢=𝑙𝑛𝑥 ,   𝜎𝜐휈휀휋 ώ𝜍   

 2𝑢3 
′
=6𝑢2∙𝑢 ′

=
6𝑙𝑛2𝑥

𝑥
 



Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης 

𝑓 𝑥 =  
𝑥 + 1       αν 𝑥 ≥ 2
2𝑥2 + 2     αν < 2

  



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ. 

 Για 𝑥 > 2       (𝑥 + 1)′ = 1       

 Για 𝑥 < 2       (2𝑥2 + 2)′ = 4𝑥      

 Για 𝑥 = 2, η 𝑥 + 1  είναι συνεχής για να είναι όμως και 

παραγωγίσιμη στο εν λόγω σημείο θα πρέπει και οι πλευρικοί 

παράγωγοι 

lim
𝑥→𝑥0

+
 
𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0

    και    lim
𝑥→𝑥0

−
 
𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0

 

να είναι ίσοι.   



  lim
𝑥→𝑥0

+
 
𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0

= lim
𝑥→2+

𝑥 + 1 − (2 + 1)

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2+

𝑥 − 2

𝑥 − 2
= 1 

  lim
𝑥→𝑥0

−
 
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0

= lim
𝑥→2−

2𝑥2 + 2 –  2 ∙ 22 + 2 

𝑥 − 2
= 

= lim
𝑥→2−

2𝑥2 + 2 − 10

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2−

2𝑥2  − 8

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2−

2(𝑥2  − 4)

𝑥 − 2
= 



= lim
𝑥→2−

2(𝑥2  − 22)

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2−

2 𝑥 − 2 (𝑥 + 2)

𝑥 − 2
= 

= lim
𝑥→2−

2 𝑥 + 2 = 8 

Συνεπώς, lim
𝑥→𝑥0

−
 
𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥0 

𝑥−𝑥0
≠ lim

𝑥→𝑥0
+

 
𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥0 

𝑥−𝑥0
 γεγονός που σημαίνει ότι 

η 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 2.    

 

H παράγωγος της συνάρτησης 𝑓 είναι 𝑓′  𝑥 =  
1        αν 𝑥 > 2
4𝑥       αν 𝑥 < 2

  



Να βρεθεί η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης 

𝑓 𝑥 = 2𝑥4 



Λύση: To πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το ℛ. H πρώτη 

παράγωγος της συνάρτησης είναι: 

 2𝑥4 ′ = 2 ∙ 4𝑥4−1 = 8𝑥3 

H δεύτερη παράγωγος είναι η παράγωγος της παραγώγου, δηλαδή,  

𝑓′′  𝑥 = (𝑓′ 𝑥 )′ = (8𝑥3)′ = 24𝑥2  


