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Περίληψη

Η παρούσα εργασία εκπονήθηκε στα πλαίσια των µεταπτυχιακών σπουδών µου
στο Π.Μ.Σ. Προηγµένες τεχνολογίες πληροφορικής. Το ϑέµα της εργασίας είναι οι
µέθοδοι Runge-Kutta µε χρήση δεύτερης παραγώγου.
Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας αναφέρονται ϐασικές πληροφορίες για τις δια-
ϕορικές εξισώσεις αλλά και για τις αριθµητικές µεθόδους που χρησιµοποιούµε για
να επιλύσουµε διαφορικές εξισώσεις.
Στο δεύτερο κεφάλαιο αναφέρονται οι αριθµητικές µέθοδοι Runge-Kutta και οι
συνθήκες τάξης των µεθόδων. Οι συνθήκες τάξης υπολογίστηκαν µε το ανάπτυγµα
Taylor, η διαδικασία αυτή αναφέρεται µόνο για τη δεύτερη τάξη των µεθόδων, αλλά
και µε την ϑεωρία των δέντρων. Αναφέρεται επίσης η µέθοδος του Euler που είναι
µία από τις παλαιότερες αριθµητικές µεθόδους και είναι µία ειδική περίπτωση µε-
ϑόδου Runge-Kutta ενός σταδίου αλλά και η µέθοδος Heun.
Το τρίτο κεφάλαιο αναφέρεται στις µεθόδους Two Derivative Runge-Kutta και
στις συνθήκες των µεθόδων αυτών, οι οποίες υπολογίστηκαν χρησιµοποιώντας τη
ϑεωρία των δέντρων. Στο τέταρτο κεφάλαιο της εργασίας δίνονται τα αριθµητι-
κά αποτελέσµατα των προγραµµάτων Two Derivative Runge-Kutta µεθόδων που
υλοποιήθηκαν µε χρήση MATLAB .

Λέξεις κλειδιά: Μέθοδοι Runge-Kutta , Two Derivative Runge-Kutta µέθοδοι,
Αριθµητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Εισαγωγή στις διαφορικές εξισώσεις

∆ιαφορική εξίσωση ονοµάζεται µία εξίσωση η οποία εκφράζεται ως συνάρτηση ά-
γνωστων µεταβλητών και των παραγώγων αυτών. Πολλά σηµαντικά προβλήµατα
που παρουσιάζονται σε αρκετούς επιστηµονικούς κλάδους µπορούν να περιγρα-
ϕούν και να επιλυθούν µε τη χρήση διαφορικών εξισώσεων. Μερικά τέτοια προβλή-
µατα είναι προβλήµατα ϕυσικής, µηχανικής, χηµείας, ϐιολογίας κ.α. Οι διαφο-
ϱικές εξισώσεις είναι ίσως το δηµοφιλέστερο µέσο µοντελοποίησης προβληµάτων.
Στα περισσότερα προβλήµατα η εξίσωση που προκύπτει είναι µη γραµµική.

Μία διαφορική εξίσωση της οποίας η άγνωστη συνάρτηση εξαρτάται µόνο από
µία ανεξάρτητη µεταβλητή καλείται συνήθης διαφορική εξίσωση. Η µορφή µίας
συνήθους διαφορικής εξίσωσης είναι η εξής :

g(x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)) = 0 (1.1)

όπου x είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή, y(x) είναι η άγνωστη συνάρτηση και g είναι
η γνωστή συνάρτηση.

Η κανονική µορφή µιας διαφορικής εξίσωσης δίνεται από τον τύπο:

y(n)(x) = f(x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n−1)(x)) , x ∈ [xmin, xmax] (1.2)

Ορισµός 1.1. Τάξη µιας διαφορικής εξίσωσης ονοµάζεται η µεγαλύτερη τάξη παρα-
γώγισης της άγνωστης συνάρτησης.

Ορισµός 1.2. Βαθµός µιας διαφορικής εξίσωσης είναι η δύναµη στην οποία εµφα-
νίζεται η παράγωγος της µεγαλύτερης τάξης.

Για παράδειγµα y′′ + 4y = 3x είναι µία διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης και
πρώτου ϐαθµού. Ενώ η εξίσωση y(5) − 2y(3) + y = 3x+ 10 είναι πέµπτης τάξης µε
ϐαθµό 1. Η διαφορική εξίσωση 3(y′′′)5−y′′−2y′+8y = 4x2−3x είναι τρίτης τάξης
και έχει ϐαθµό 5.
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Λύση µίας διαφορικής εξίσωσης της µορφής (;;) ϑεωρείται κάθε συνάρτηση η
οποία είναι της µορφής y = g(x) που είναι n ϕορές παραγωγίσιµη και ικανοποιεί
την διαφορική εξίσωση για κάθε x ∈ [xmin, xmax]

Η λύση της διαφορικής εξίσωσης δεν είναι µοναδική τις περισσότερες ϕορές
και αυτό γιατί για την ευρεσή της πραγµατοποιείται η ολοκλήρωση των µελών της
διαφορικής εξίσωσης. Λόγω της ολοκλήρωσης µία αυθαίρετη σταθερά c εισέρχεται
στη λύση. Εποµένως, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης ϑα έχει τη µορφή
y = g(x) + c όπου c = σταθ. Εφόσον υπάρχουν αρχικές συνθήκες που πρέπει να
ικανοποιούνται τότε η λύση που προκύπτει µπορεί να είναι και µοναδική.

Στις συνήθεις διαφορικές εξισώσεις δύο είναι οι σηµαντικές κατηγορίες προ-
ϐληµάτων:

• Η πρώτη κατηγορία είναι τα προβλήµατα αρχικών τιµών, στα οποία το Ϲητού-
µενο είναι η άγνωστη συνάρτηση που ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση. Στα
προβλήµατα αρχικών τιµών είναι γνωστή η τιµή της άγνωστης συνάρτησης
και των παραγώγων της στην αρχή του διαστήµατος ολοκλήρωσης.

• Η δεύτερη κατηγορία είναι τα προβλήµατα συνοριακών τιµών, το Ϲητούµε-
νο είναι η άγνωστη συνάρτηση που ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση. Στα
προβλήµατα συνοριακών τιµών είναι γνωστή η τιµή της άγνωστης συνάρτη-
σης και των παραγώγων της στην αρχή και στο τέλος (άκρα) του διαστήµατος
ολοκλήρωσης.

1.2 Αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης διαφορικών ε-

ξισώσεων

Η αναλυτική επίλυση πολλών διαφορικών εξισώσεων είναι µια δύσκολη και πε-
ϱίπλοκη διαδικασία και ο προσδιορισµός των αναλυτικών λύσεων σε ορισµένες
περιπτώσεις είναι αδύνατος. Με την κατασκευή αριθµητικών µεθόδων για την επί-
λυση διαφορικών εξισώσεσων µπορούµε να παρακάµψουµε αυτή τη δυσκολία.

Η παραγωγή και η ανάπτυξη αριθµητικών µεθόδων επίλυσης διαφορικών εξι-
σώσεων πολλές ϕορές είναι µία πολύπλοκη διαδικασία. Με τη χρήση όµως των
η/υ µπορούµε να κατασκευάσουµε αριθµητικές µεθόδους µε µεγάλη ακρίβεια.
Μία αριθµητική µέθοδος δίνει σαν αποτέλεσµα µια προσεγγιστική λύση της πραγ-
µατικής λύσης του προβλήµατος.

Η τάξη ακρίβειας µιας αριθµητικής µεθόδου εκφράζει το πόσο κοντά στις πραγ-
µατικές τιµές της λύσης είναι οι προσεγγιστικές τιµές που δίνει η αριθµητική µέ-
ϑοδος.
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Μία αριθµητική µέθοδος, η οποία κατασκευάστηκε για την επίλυση διαφορικών
εξισώσεων, ϑεωρείται αποτελεσµατική όταν µπορεί να αντιµετωπίσει όσο το δυνα-
τόν περισσότερα προβλήµατα µε µεγάλη τάξη ακρίβειας επιτυχώς, µε το ελάχιστο
κόστος και σε µικρό χρονικό διάστηµα.

΄Εστω ότι έχουµε µία διαφορική εξίσωση της µορφής (;;). Για n = 1 η διαφορική
εξίσωση παίρνει τη µορφή:

y′(x) = f(x, y) , x ∈ [xmin, xmax] (1.3)

Η διαφορική εξίσωση (;;) καλείται διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης.

Στα προβλήµατα αρχικών τιµών δίνεται η αρχική τιµή του y στο κάτω όριο του
διαστήµατος ολοκλήρωσης και εκφράζεται από την έξίσωση:

y′(x) = f(x, y) µε x ∈ [xmin, xmax] , y(xmin) = ymin (1.4)

Αν y και f είναι διανύσµατα συναρτήσεων µε διάσταση k τότε προκύπτει ένα σύ-
στηµα συνήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης που δίνεται από την παρακάτω
µορφή:

y′(x) = f1(x, y1(x), y2(x), . . . , yk(x))

y′(x) = f2(x, y1(x), y2(x), . . . , yk(x))

y′(x) = f3(x, y1(x), y2(x), . . . , yk(x)) (1.5)
...

y′(x) = fk(x, y1(x), y2(x), . . . , yk(x))

Το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων ϑα µπορούσε να γραφεί και σε µορφή πινά-
κων µε δύο πίνακες Y και F σύµφωνα µε την παρακάτω µορφή:

Y =


y1
y2
...
yk


και
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F =


f1
f2
...
fk



Σύµφωνα µε τους παραπάνω πίνακες το σύστηµα (;;) µπορεί να πάρει τη µορφή:

Y ′ = F (x, Y ) µε x ∈ [xmin, xmax] (1.6)

Κάθε διαφορική εξίσωση µε τάξη n ϑα µπορούσε να γραφεί ως σύστηµα συ-
νήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης. ΄Εστω ότι έχουµε την διανυσµατική
συνάρτηση:

Φ =


Φ1

Φ2
...
Φk


για την οποία ισχύει :

Φ1 = y

Φ2 = y′

Φ3 = y′′

...
Φn = y(n−1)

Τότε η εξίσωση (;;) γράφεται :

Φ′1 = Φ2

Φ′2 = Φ3

Φ′3 = Φ4

...
Φ′n = y(n) = f(x,Φ1,Φ2, . . . ,Φn)

Εποµένως, προκύπτει ο πίνακας :
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F =


Φ2

Φ3
...
Φn

f



Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν παραπάνω, το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων
στην διανυσµατική του µορφή ϑα είναι :

Φ′ = F (x,Φ) µε x ∈ [xmin, xmax]

Η διαδικασία που ακολουθείται για τη δηµιουργία αριθµητικών µεθόδων είναι
η εξής :

΄Οταν δίνεται ένα πρόβληµα αρχικών τιµών το διάστηµα ολοκλήρωσης ϑα είναι
ένα διάστηµα της µορφής [xmin, xmax]. Αυτό το διάστηµα συνήθως χωρίζεται σε N
ισαπέχοντα σηµεία. Εποµένως, το διάστηµα που δόθηκε παραπάνω, ϑα χωριστεί
στα σηµεία :

xmin = x0 < x1 < x2 < . . . < xN−1 < xN = xmax

∆ηλαδή, όταν τα σηµεία ισαπέχουν, τότε ορίζεται η ακολουθία σηµείων από τον
τύπο:

xi = xmin + i · h µε i = 1, 2, . . . , N − 1

όπου h είναι το ϐήµα της µεθόδου και δίνεται από το λόγο της διαφοράς της ελά-
χιστης τιµής άπό την µέγιστη προς το πλήθος των σηµείων διαµέρισης.

h =
xmax − xmin

N

Οπότε, το ϐήµα h ορίζει την απόσταση δύο διαδοχικών σηµείων, h = xi+1 − xi
όπου i = 1, 2, .., N . Το ϐήµα της µεθόδου µπορεί να είναι είτε σταθερό είτε µετα-
ϐλητό.

Σε προβλήµατα αρχικών τιµών γνωρίζουµε την τιµή της άγνωστης συνάρτησης
στο κάτω άκρο του διαστήµατος ολοκλήρωσης, y(xmin) = y(x0). Βρίσκουµε µια
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εκτίµηση της τιµής της συνάρτησης στο επόµενο σηµείο x1 , την y1. Στη συνέχεια
ϐρίσκουµε µια εκτίµηση της τιµής της συνάρτησης στο σηµείο x2 , την y2 κ.ο.κ.

Εποµένως, χρησιµοποιώντας µία αριθµητική µέθοδο για το πρόβληµα αρχικών
τιµών ϐρίσκουµε µία ακολουθία τιµών y1, y2, . . . , yN . Οι τιµές αυτές προσεγγί-
Ϲουν κατά πολύ τις πραγµατικές τιµές y(x1), y(x2), . . . , y(xN) των διακεκριµένων
σηµείων x1, x2, . . . , xN Για συντοµία µε fk ϑα συµβολίζεται η εκτίµηση της τιµής
f(x, y(x)) στο σηµείο xk.

Μία µέθοδος που χρησιµοποιεί µόνο την εκτίµηση της τιµής της συνάρτησης
yn στο σηµείο xn για να υπολογίσει την εκτίµηση της τιµής yn+1 στο σηµείο xn+1

ονοµάζεται αριθµητική µέθοδος απλού ϐήµατος (one step methods). Σε αυτή την
κατηγορία ανήκουν οι µέθοδοι Euler, Taylor, Runge-Kutta κ.α. Ενώ, µία µέθοδος
που για να υπολογίσει την εκτίµηση της τιµής yn+1 στο σηµείο xn+1 χρησιµοποιεί
τιµές για περισσότερα προηγούµενα σηµεία καλείται αριθµητική µέθοδος πολλα-
πλού ϐήµατος ή πολυβηµατική µέθοδος (multistep methods). Σε αυτή την κατη-
γορία ανήκουν οι µέθοδοι Adams-Bashforth, Adams-Moulton, Newton-Cotes κ.α.

Θεωρούµε την διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης (;;). Αν η εξίσωση αυτή σε ένα
διάστηµα [xn, xn=1] ⊆ [xmin, xmax] ολοκληρωθεί κατά µέλη ϑα προκύψει :

∫ xn+1

xn

y′dx =

∫ xn+1

xn

f(x, y)dx⇔

y(xn+1)− y(xn) =

∫ xn+1

xn

f(x, y)dx⇔

y(xn+1) = y(xn) +

∫ xn+1

xn

f(x, y)dx

Αφού υπολογιστεί το ορισµένο ολοκλήρωµα προκύπτει κατά προσέγγιση µια
µέθοδος αριθµητικής ολοκλήρωσης µε τύπο:

yn+1 = yn + h · (k0fn+1 + k1fn + k2fn−1 + · · · ) (1.7)

Σηµειώνεται ότι αν k0 = 0, η συνάρτηση f ορίζεται στο σηµείο xn και σε προη-
γούµενα από αυτό σηµεία. Η µέθοδος που παράγεται ονοµάζεται ανοιχτός τύπος.
Ενώ, αν k0 6= 0, η συνάρτηση f ορίζεται στο σηµείο xn+1 και σε προηγούµενα από
αυτό σηµεία. Η µέθοδος που παράγεται ονοµάζεται κλειστός τύπος.

Αν k1 = 1 και ki = 0 όπου i 6= 1 τότε η µέθοδος που παράγεται ονοµάζεται
απλού ϐήµατος. Σε διαφορετική περίπτωση η µέθοδος που παράγεται ονοµάζεται
πολυβηµατική.
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Κεφάλαιο 2

Αριθµητικές µέθοδοι Runge Kutta

2.1 Εισαγωγή στις αριθµητικές µεθόδους Runge Kutta

Οι αριθµητικές µέθοδοι Runge Kutta είναι µέθοδοι απλού ϐήµατος. Θεωρούνται
από τις πιο πρακτικές και δηµοφιλείς µεθόδους όταν έχουµε να επιλύσουµε προ-
ϐλήµατα συνήθων διαφορικών εξισώσεων. Οι µέθοδοι αυτού του τύπου µπορούν
να χρησιµοποιηθούν όταν γνωρίζουµε µόνο τις αρχικές τιµές του προβλήµατος.

Η κατασκευή των µεθόδων Runge Kutta συνήθως είναι µία δύσκολη διαδικασί-
α, καθώς απαιτείται η εύρεση αλλά και η επίλυση κατάλληλων συνθηκών οι οποίες
πρέπει να ικανοποιούνται. Οι συνθήκες αυτές ονοµάζονται συνθήκες τάξης. Μία
τέτοια διαδικασία τις περισσότερες ϕορές είναι δύσκολη επειδή όσο αυξάνεται η
τάξη της µεθόδου αυξάνονται και οι µη γραµµικές συνθήκες που πρέπει να επιλυ-
ϑούν.

Η γενική µορφή των µεθόδων Runge-Kutta είναι :

yn+1 = yn + h
s∑
i=1

bigi (2.1)

όπου

g1 = f(xn, yn)

και

gi = f(xn + cih, yn +
s−1∑
j=1

aijgj) για i = 2, . . . , s

µε s αναφέρεται το πλήθος των σταδίων της µεθόδου (stages) , δηλαδή περιέχονται
s υπολογισµοί της συνάρτησης f(x, y) σε κάθε ϐήµα ολοκλήρωσης.

Με όσα αναφέρθηκαν παραπάνω, µία µέθοδος Runge - Kutta µπορεί να γραφεί
σε µορφή:
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Yi = yn + h
s∑
j=1

aijf(xn + cjh, Yj) , i = 1, 2, . . . , s (2.2)

και

yn+1 = yn + h

s∑
i=1

bif(xn + cih, Yi) (2.3)

Οι συντελεστές bi, ci, ai,j προσδιορίζονται µε τέτοιο τρόπο ώστε για το πλήθος
των σταδίων που έχει η µέθοδος, αυτή να πάρει όσο το δυνατόν µεγαλύτερη τάξη
ακρίβειας.

Οι εξισώσεις µπορούν να γραφούν και σε µορφή πινάκων ως εξής :

Y = e⊗ yn + h(A⊗ IN)F (Y )

yn+1 = yn + h(bT ⊗ IN)F (Y )

όπου e είναι µοναδιαίο διάνυσµα που έχει s στοιχεία. Οι πίνακες Y, F (Y ) είναι
της µορφής:

Y =

 Y1
...
Ys

 , F (Y ) =

 f(Y1)
...

f(Ys)



Κάθε µέθοδος Runge-Kutta µπορεί να γραφεί και µε τη µορφή πίνακα. Ο
πίνακας που σχηµατίζεται για κάθε µέθοδο ονοµάζεται πίνακας Butcher και πήρε
το όνοµά του από τον µαθηµατικό John C. Butcher όπου ασχολήθηκε µε τις µε-
ϑόδους Runge Kutta από το 1960 και έπειτα.

Ο πίνακας Butcher µίας µεθόδου s σταδίων παίρνει την µορφή:

c1 a11 a12 · · · a1s−1 a1s
c2 a21 a22 · · · a2s−1 a2s
c3 a31 a32 · · · a3s−1 a3s
...

...
...

...
...

...
cs as1 as2 · · · as,s−1 ass

b1 b2 · · · bs−1 bs

΄Ενας άλλος τρόπος για να γραφεί ο πίνακας Butcher µιας αριθµητικής µεθόδου
s σταδίων είναι :
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C A
bT

όπου C, b ∈ <s και A ∈ <s×s. ∆ηλαδή, τα C, b είναι διανύσµατα διάστασης s
και A είναι πίνακας διαστάσεων s× s.

Στις µεθόδους Runge Kutta ισχύει η παραδοχή:

ci =
s∑
j=1

aij , i = 1, 2, . . . , s

∆ηλαδή,

c2 = a21

c3 = a31 + a32
...

cs = as1 + as2 + · · ·+ as,s−1

Η παραπάνω συνθήκη σε µορφή πινάκων είναι :

C = A · e , e = [1, 1, . . . , 1]T ∈ <s

Η συνάρτηση ευστάθειας της µεθόδου δίνεται από τη σχέση:

R(z) = 1 + zbT (I − zA)−1e (2.4)

Σύµφωνα µε τον πίνακα Butcher που αναγράφεται παραπάνω, προκύπτει ότι
σε όλα τα στάδια gi της µεθόδου εµπλέκονται και όλα τα υπόλοιπα στάδια της. Σε
αυτή την περίπτωση είναι δύσκολο να προσδιορίσουµε τα gi. Μία τέτοια µέθοδος
λέµε ότι έχει πεπλεγµένη µορφή (implicit methods) .

Θεωρούµε ότι ο πίνακας A της µεθόδου είναι αυστηρά κάτω τριγωνικός πίνακας
και c1 = 0, τότε η µέθοδος ανήκει στην κατηγορία των άµεσων µεθόδων (explicit
methods). Με αυτή την παραδοχή διακρίνουµε πως το πρώτο στάδιο g1 της µεθό-
δου υπολογίζεται εύκολα. Το δεύτερο στάδιο g2 για να ϐρεθεί αρκεί να γνωρίζουµε
το πρώτο στάδιο g1. Το τρίτο στάδιο g3 για να ϐρέθει χρειάζεται να γνωρίζουµε τα
g1, g2 κ.ο.κ.

΄Οταν έχουµε µία άµεση µέθοδο Runge Kutta ο πίνακας Butcher ϑα έχει την
µορφή:

19



0
c2 a21
c3 a31 a32
...

...
...

cs as1 as2 · · · as,s−1
b1 b2 · · · bs−1 bs

Η γενική µορφή µίας άµεσης µεθόδου είναι :

yn+1 = yn + h(b1g1 + b2g2 + · · ·+ bsgs)

όπου

g1 = f(xn, yn)

g2 = f(xn + c2h, yn + ha21g1)

g3 = f(xn + c3h, yn + h(a31g1 + a32g2))
...

gs = f(xn + csh, yn + h(as1g1 + · · ·+ ass−1gs−1))

2.1.1 Η µέθοδος Euler

Η µέθοδος Euler είναι µία αριθµητική µέθοδος απλού ϐήµατος για την επίλυση
προβληµάτων αρχικών τιµών.

΄Εστω έχουµε ένα πρόβληµα αρχικών τιµών y′ = f(x, y) µε x ∈ [x0, xn] και γνω-
ϱίζουµε την τιµή της άγνωστης συνάρτησης στο x0, δηλαδή y(x0) = y0. Θέλουµε
να προσεγγίσουµε τη λύση του προβλήµατος αυτού.

Θεωρούµε µία διαµέριση του διαστήµατος ολοκλήρωσης [x0, xn] σε ν ισαπέχον-
τα σηµεία.

xi = x0 + i · h , i = 0, 1, 2, . . . , n

όπου h = xn−x0
n

.

Μας ενδιαφέρει να υπολογίσουµε τις προσεγγιστικές τιµές της λύσης σε κάθε
ένα από τα παραπάνω σηµεία. ΄Εστω οι λύσεις σε αυτά τα σηµεία είναι y0 η προ-
σέγγιση για την y(x0), y1 η προσέγγιση για την y(x1) κ.ο.κ.

Οι προσεγγίσεις αυτές που δίνει η µέθοδος του Euler προσδιορίζονται από τον
τύπο:

yi+1 = yi + h · f(xi, y(xi))
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Κάθε αριθµητική µέθοδος δίνει προσεγγιστικές λύσεις και γιάυτό πολλές ϕορές
µπορεί να έχει κάποιο σφάλµα από την πραγµατική λύση. Στη µέθοδο Euler το
σφάλµα είναι :

ei = y(xi)− yi

2.1.2 Η µέθοδος Heun

Η µέθοδος Heun είναι µία αριθµητική µέθοδος που επιλύει προβλήµατα αρχικών
τιµών.

΄Εστω έχουµε ένα πρόβληµα αρχικών τιµών y′ = f(x, y) µε x ∈ [x0, xn]. Γνωρί-
Ϲουµε µία αρχική εκτίµηση της τιµής της άγνωστης συνάρτησης στο σηµείο x0 και
είναι y(x0) = y0. Θέλουµε να προσεγγίσουµε τη λύση του προβλήµατος αυτού.

Θεωρούµε µία διαµέριση του διαστήµατος ολοκλήρωσης [x0, xn] σε ν σηµεία
που ισαπέχουν µεταξύ τους. Τότε τα ενδιάµεσα σηµεία δίνονται από τον τύπο:

xi = x0 + i · h , i = 0, 1, 2, . . . , n

όπου h = xn−x0
n

.

΄Οπως και στη µέθοδο Euler έτσι και στην µέθοδο Heun µας ενδιαφέρει να
υπολογίσουµε τις προσεγγιστικές τιµές της λύσης σε κάθε ένα από τα παραπάνω
σηµεία. ΄Εστω οι λύσεις σε αυτά τα σηµεία είναι y0 η προσέγγιση για την y(x0), y1
η προσέγγιση για την y(x1) κ.ο.κ.

Οι προσεγγίσεις αυτές που δίνει η µέθοδος του Heun προσδιορίζονται από τον
τύπο:

yi+1 = yi +
h

2
· [f(xi, yi) + f(xi+1, yi+1)]

όπου

yi+1 = yn + hf(xi, yi)

Εποµένως, από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει :

yi+1 = yi +
h

2
· [f(xi, yi) + f(xi+1, yi+1)]⇒

yi+1 = yi +
h

2
· [f(xi, yi) + f(xi+1, yn + hf(xi, yi))]

Παρατηρούµε λοιπόν πως η µέθοδος Heun χρησιµοποιεί τη µέθοδο Euler για
την εύρεση της προσεγγιστικής λύσης που αναζητάµε. Σύµφωνα µε τα παραπάνω,
η µέθοδος Heun απαιτεί δύο υπολογισµούς της συνάρτησης f(x, y) σε κάθε ϐήµα.
Γιάυτο η µέθοδος αυτή ονοµάζεται και δύο σταδίων. Μπορεί να γραφεί και στην
µορφή:
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k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn+1, yn + hk1)

yn+1 = yn +
h

2
(k1 + k2)

2.2 Μέθοδος δύο σταδίων Runge Kutta

΄Εστω µία µέθοδος Runge Kutta δύο σταδίων. Η µέθοδος αυτή γράφεται :

yn+1 = yn + h(b1g1 + b2g2)

όπου

g1 = f(xn, yn)

g2 = f(xn + c2h, yn + ha21g1)

Ο πίνακας Butcher της µεθόδου είναι :

0
c2 a21

b1 b2

Σε αυτό το σηµείο ϑα προσδιορίσουµε τους συντελεστές της µεθόδου Runge
Kutta µε δύο στάδια, δηλαδή τις τιµές των c2, a21, b1, b2.

Παίρνουµε το ανάπτυγµα Taylor για την y(x) στο xn :

y(x) = y(xn) +
(x− xn)

1!
y′(xn) +

(x− xn)2

2!
y′′(xn) +

(x− xn)3

3!
y′′′(xn) + · · · (2.5)

Αν στο ανάπτυγµα Taylor αντικαταστήσουµε όπου x το xn+h τότε ϑα προκύψει :

y(xn + h) = y(xn) +
h

1!
y′(xn) +

h2

2!
y′′(xn) +

h3

3!
y′′′(xn) + · · · (2.6)

΄Οµως, από τη γενική µορφή της διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης y′(x) =
f(x, y(x)) µπορούµε στην (;;) να αντικαταστήσουµε το y′(x) µε f(xn, yn), όπου ϑα
αναφέρεται ως f .
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Ενώ, για την δεύτερη παράγωγο:

y′′(x) =
∂

∂x
f(x, y(x)) =

∂f

∂x
+
∂f

∂y
· ∂y
∂x

= fx + fy · f

Για την τρίτη παράγωγο:

y′′′(x) = (y′′(x))′ =
∂

∂x
(fx + fyf) =

∂fx
∂x

+
∂fy
∂x
· f + fy ·

∂f

∂x

Μετά από πράξεις καταλήγουµε σε :

y′′′(x) = fxx + fxyf + fyxf + fyyf
2 + fyfx + f 2

y f

Οπότε, η (;;) γράφεται :

y(xn + h) = y(xn) + h · f +
h2

2
· (fx + fyf) + (2.7)

+
h3

6
· (fxx + fxyf + fyxf + fyyf

2 + fyfx + f 2
y f) + · · ·

Τα fx, fxfy, fxx, . . . ονοµάζονται στοιχειώδη διαφορικά.

Στη µέθοδο δύο σταδίων εφαρµόζουµε το ανάπτυγµα Taylor για συναρτήσεις
δύο µεταβλητών (ϐλ. παράρτηµα 1) στη g2.

g1 = f(xn, yn) = f

g2 = f(xn + c2h, yn + ha21g1)

= f + h(c2fx + a21g1fy) +
h2

2
(c22fxx + 2c2a21g1fxy + a221g

2
1fyy) +O(h3)

Εποµένως, αν αντικαταστήσουµε τα g1, g2 στον τύπο προκύπτει :

yn+1 = yn + h[b1f + b2(f + h(c2fx + a21ffy) + (2.8)

+
h2

2
(c22fxx + 2c2a21ffxy + a221f

2fyy) +O(h3))]
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Από τη σύγκριση των (;;) και (;;) προκύπτουν τα εξής :

f : h = hb1 + hb2 ⇒ b1 + b2 = 1 (2.9)

fx : h2b2c2 =
h2

2
⇒ b2c2 =

1

2

fyf : h2b2a21 =
h2

2
⇒ b2a21 =

1

2

Παρατηρούµε ότι τα δύο αναπτύγµατα συµφωνούν µέχρι και τους όρους έως h2.

Γενικά, µία µέθοδος Runge Kutta ϑεωρούµε ότι είναι ρ τάξεως ως προς την α-
κρίβεια όταν το ανάπτυγµα Taylor της συνάρτησης y(x) συµφωνεί µε το ανάπτυγµα
Taylor της µεθόδου στο x στους όρους έως hρ. Οι συνθήκες (;;) είναι οι συνθήκες
δεύτερης τάξης.

Λόγω της παραδοχής c2 = a21 µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η τρίτη συνθήκη
µε τη δεύτερη συµπίπτουν. Εποµένως, για µία µέθοδο δεύτερης τάξης ϑα πρέπει
να ισχύουν οι δύο συνθήκες :

b1 + b2 = 1

b2c2 =
1

2

Θα λύσουµε τη δεύτερη εξίσωση ως προς b2:

b2c2 =
1

2
⇔ b2 =

1

2c2

Στη συνέχεια, ϑα αντικαταστήσουµε το b2 στην πρώτη εξίσωση και ϑα πάρουµε
αποτέλεσµα:

b1 + b2 = 1⇔ b1 = 1− b2 ⇔ b1 = 1− 1

2c2

Τελικά, ο πίνακας Butcher της µεθόδου παίρνει τη µορφή:

0
c2 c2

1− 1
2c2

1
2c2

24



Από όσα αναφέρθηκαν παραπάνω προκύπτει πως αν γνωρίζουµε το c2 και γνω-
ϱίζοντας τις συνθήκες αυτές µπορούµε να ϐρούµε αριθµητικές µεθόδους δεύτερης
τάξης.

Για παράδειγµα, αν c2 = 1
2
τότε :

a21 = c2 =
1

2

b1 = 1− 1

21
2

= 1− 1 = 0

b2 =
1

21
2

=
1

1
= 1

Ο πίνακας Butcher της µεθόδου ϑα είναι :

0
1
2

1
2

0 1

Η µέθοδος που προκύπτει από τον πίνακα αυτό είναι :

g1 = f(xn, yn)

g2 = f(xn +
1

2
h, yn +

1

2
hg1)

yn+1 = yn + h(g1 + g2)

Το ερώτηµα που ϑα µπορούσε να προκύψει είναι αν ϑα µπορούσε να κατα-
σκευαστεί µέθοδος τρίτης τάξης µε δύο στάδια. Οπότε, από τα αναπτύγµατα που
ήδη έχουµε ϑα εξισώσουµε τους όρους που έχουν h3. Θα παρατηρήσουµε όµως
πως δεν υπάρχουν όλοι οι όροι και στα δύο αναπτύγµατα καθώς λείπουν στην (;;) οι
στοιχειώδεις διαφορές fxfy, f 2

y f . Εποµένως, δεν µπορεί να κατασκευαστεί µέθοδος
τρίτης τάξης µε δύο στάδια.

Με ανάλογο τρόπο χρησιµοποιώντας τα αναπτύγµατα Taylor ϑα µπορούσαµε
να ϐρούµε τις συνθήκες και για µεθόδους µεγαλύτερης τάξης, καθώς και τις α-
ϱιθµητικές µεθόδους. Την διαδικασία για τις µεθόδους τρίτης τάξης µπορείτε να
τη ϐρείτε στην πτυχιακή µου εργασία µε τίτλο : Αριθµητική επίλυση διαφορικών
εξισώσεων µε µεθόδους Runge-Kutta και Runge-Kutta Nystrom.
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2.3 ∆έντρα στις µεθόδους Runge Kutta

Στις µεθόδους Runge Kutta οι συνθήκες τάξης µπορούν να γραφούν και µε τη
χρήση πινάκων. Σε γενική µορφή ο πίνακας Butcher µίας µεθόδου Runge Kutta
είναι :

0
c2 a21
c3 a31 a32
...

...
...

cs as1 as2 · · · as,s−1
b1 b2 · · · bs−1 bs

Με ϐάση τον πίνακα Butcher µπορούµε να γράψουµε τη γενική µορφή των
πινάκων A, b, C.

A =


0 0 · · · 0 0
a21 0 · · · 0 0
a31 a32 · · · 0 0
...

... . . . 0
...

as1 as2 · · · as,s−1 0

 , C =


c1 0 · · · 0
0 c2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · cs



και

b = (b1, b2, b3, · · · , bs), e = (1, 1, 1, · · · , 1)

όπου e είναι διάνυσµα διάστασης s, δηλαδή είναι το διάνυσµα που δηλώνει το πλή-
ϑος των σταδίων που έχει η µέθοδος.

΄Εστω µία µέθοδος Runge Kutta µε δύο στάδια, τότε ο πίνακας Butcher της
µεθόδου είναι :

c1
c2 a21

b1 b2

Με ϐάση τον πίνακα Butcher µπορούµε να ϐγάλουµε τους εξής πίνακες :
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A =

(
0 0
a21 0

)
, b = (b1, b2), C =

(
c1 0
0 c2

)
, e = (1, 1)

Το διάνυσµα e έχει δύο στοιχεία γιατί η µέθοδος έχει δύο στάδια. Με όµοιο
τρόπο µπορούν να γραφούν οι πίνακες και για µεθόδους µεγαλύτερης τάξης.

Οι συνθήκες δεύτερης τάξης µε τη ϐοήθεια των πινάκων ϑα πάρουν τη µορφή:

b · e = 1

b · C · e =
1

2

Με τη χρήση των δέντρων γίνεται πιο εύκολη η εύρεση των συνθηκών τάξης για
µία µέδοδο. Ουσιαστικά, είναι ένας τρόπος κατασκευής µεθόδων Runge Kutta .
Οι συνθήκες τάξης ϐρίσκονται ανάλογα µε τα στάδια που ϑα έχει η µέθοδος που
ϑα κατασκευαστεί.

Ορισµός 2.1. ΄Ενα γράφηµα t λέγεται δέντρο µε ϱίζα (rooted tree) αν και µόνο αν
υπάρχει µία κορυφή του, η οποία αποκαλείται ϱίζα και έχει τις εξής ιδιότητες :

1. Οι κορυφές χωρίζονται σε επίπεδα 0, 1, 2, . . . , H όπου H είναι το ύψος του
δέντρου.

2. Στο µηδενικό επίπεδο υπάρχει µόνο η ϱίζα (root) του δέντρου.

3. Σε κάθε επίπεδο εκτός του µηδενικού ϐρίσκονται τα παιδιά των κορυφών του
προηγούµενου επιπέδου.

4. Κάθε κορυφή (vertex) εκτός από τη ϱίζα έχει γονέα.

Σηµειώνεται πως η ϱίζα δεν έχει κανένα γονέα ενώ από τον γονέα προς κάθε
παιδί ορίζονται τα κλαδιά που ενώνουν τις κορυφές.

Ορισµός 2.2. Υποδέντρα ονοµάζονται τα δέντρα που προκύπτουν αν αφαιρέσουµε
την ϱίζα µεζί µε τα κλαδιά που ξεκινούν από αυτή.

Κάθε δέντρο αντιστοιχεί σε µία µοναδική συνθήκη τάξης. Η αντιστοίχιση της
συνθήκης προκύπτει µετά από την ανάλυση του δέντρου, αν δηλαδή αποκόψουµε
τη ϱίζα µε τα κλαδιά της από το υπόλοιπο δέντρο.

Το κάθε δέντρο συµβολίζεται µε tij, όπου i δηλώνει την τάξη του δέντρου και το
j προκύπτει από την αρίθµηση των δέντρων που υπάρχουν σε κάθε τάξη. Η τάξη
του δέντρου όπου συµβολίζεται µε r(t) καθορίζεται από τον αριθµό των κορυφών
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που έχει το κάθε δέντρο.

΄Ενα ακόµα στοιχείο που είναι χρήσιµο για την κατασκευή των συνθηκών είναι
η πυκνότητα του δέντρου, η οποία δίνεται από τη συνάρτηση γ(t). Η συνάρτηση
πυκνότητας ενός δέντρου ισούται µε την πυκνότητα των δέντρων που προκύπτουν
όταν αποκοπεί η ϱίζα του επί την τάξη του δέντρου. Η πυκνότητα του δέντρου
πρώτης τάξης είναι ίση µε ένα.

Η ϱίζα του δέντρου αντιστοιχεί στο διάνυσµα b, η τελευταία κορυφή αντιστοιχεί
στο διάνυσµα C και οι ενδιάµεσες κορυφές στον πίνακα A.

Σε κάθε δέντρο t αντιστοιχεί ένα πολυώνυµο ως προς τους συντελεστές της
µεθόδου:

Φ(t) =
∑
i

biΦi(t)

Η συνθήκη για κάθε δέντρο δίνεται από τον τύπο: Φ(t) = 1
γ(t)

.

Παρακάτω δίνονται αναλυτικά τα δέντρα µε την αντίστοιχη συνθήκη τάξης :

1. Για την πρώτη τάξη προκύπτει µόνο ένα δέντρο που αποτελείται µόνο από
µία κορυφή, την ϱίζα. Το δέντρο αυτό ϑα συµβολίζεται (t11).

Το δέντρο πρώτης τάξης έχει πυκνότητα γ(t11) = 1. ΄Ετσι, η συνθήκη που
αντιστοιχεί στην πρώτη τάξη είναι :

b · e = 1

2. Για την δεύτερη τάξη προκύπτει επίσης µόνο ένα δέντρο (t21), το οποίο έχει
δύο κορυφές, τη ϱίζα και το παιδί.

Σε αυτή την περίπτωση το δέντρο που προκύπτε έχει πυκνότητα ίση µε
γ(t21) = r(t21)γ(t21) = 2 · 1 = 2. Η συνθήκη που αντιστοιχεί στο δέντρο
της δεύτερης τάξης είναι :

b · C · e =
1

2

3. Για την τρίτη τάξη προκύπτουν δύο δέντρα που έχουν τρεις κορυφές. ∆ιακρί-
νονται στις εξής περιπτώσεις :

Στην πρώτη περίπτωση περιέχεται το δέντρο που έχει τη ϱίζα και εκείνη έχει
δύο παιδιά και συµβολίζεται (t31).
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Το δέντρο (t31) έχει πυκνότητα ίση µε γ(t31) = r(t31)γ(t11)γ(t11) = 3·1·1 = 3.
Η συνθήκη που αντιστοιχεί στο δέντρο είναι :

b · C2 · e =
1

3

Στη δεύτερη περίπτωση περιέχεται το δέντρο (t32) που αποτελείται από τη
ϱίζα η οποία έχει ένα παδί και αυτό έχει ένα ακόµα.

Το δέντρο (t32) έχει πυκνότητα που ισούται µε γ(t32) = r(t32)γ(t21) = 3·2 = 6.
Η συνθήκη που αντιστοιχεί σε αυτό το δέντρο είναι :

b · A · C · e =
1

6

Από την απλοποιητική παραδοχή C = A · e προκύπτει ότι

b · A · C · e = b · C2 · e =
1

3

Εποµένως, µετά την εφαρµογή της απλοποιητικής παραδοχής οι δύο συνθή-
κες συµπίπτουν και τελικά µένει µόνο η συνθήκη που αντιστοιχεί στο δέντρο
(t31).

4. Για την τέταρτη τάξη προκύπτουν τέσσερα δέντρα. ∆ιακρίνουµε τις εξής πε-
ϱιπτώσεις :

Το πρώτο δέντρο (t41) είναι εκείνο που έχει τη ϱίζα η οποία έχει τρία παιδιά.
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Το δέντρο (t41) έχει πυκνότητα που ίση µε γ(t41) = r(t41)γ(t11)γ(t11)γ(t11) =
4 · 1 · 1 · 1 = 4. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · C3 · e =
1

4

Το δεύτερο δέντρο (t42) είναι εκείνο που έχει τη ϱίζα η οποία έχει δύο παιδιά
και από αυτά το ένα έχει ένα δικό του παιδί.

Το δέντρο (t42) έχει πυκνότητα που ισούται µε γ(t42) = r(t42)γ(t11)γ(t21) =
4 · 1 · 2 = 8. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · C · A · C · e =
1

8

Το τρίτο δέντρο (t43) είναι εκείνο που αποτελείται από τη ϱίζα η οποία έχει
ένα παιδί και αυτό το παιδί έχει δύο δικά του παιδιά.

Το δέντρο (t43) έχει πυκνότητα που ισούται µε γ(t43) = r(t43)γ(t31) = 4 · 3 =
12. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · A · C2 · e =
1

12

Τέλος, το τέταρτο δέντρο (t44), είναι το δέντρο που η ϱίζα έχει ένα παιδί, αυτό
έχει ένα δικό του παιδί και αυτό έχει ακόµη ένα παιδί.
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Το δέντρο (t44) έχει πυκνότητα που ισούται µε γ(t44) = r(t44)γ(t32) = 4 · 6 =
24. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · A · A · C · e =
1

24

Από την απλοποιητική παραδοχή C = A · e η συνθήκη του πρώτου δέντρου
ϑα πάρει τη µορφή b ·C3 · e = b ·C ·A ·C · e. Προκύπτει ότι η συνθήκη αυτή
ισούται µε τη συνθήκη του δέυτερου δέντρου. Αντίστοιχα, για τη συνθήκη του
τρίτου δέντρου b ·A ·C2 · e = b ·A ·A ·C · e. Προκύπτει ότι η συνθήκη ισούται
µε τη συνθήκη του τέταρτου δέντρου. Μετά τις απλοποιήσεις τα δέντρα που
µένουν για την τέταρτη τάξη είναι τα (t41) και (t43).

5. Για την πέµπτη τάξη προκύπτουν 9 δέντρα που διακρίνονται στις εξής περι-
πτώσεις :

Στην πρώτη περίπτωση περιέχεται το δέντρο (t51) που έχει τη ϱίζα και εκείνη
έχει τέσσερα παιδιά.

Το δέντρο (t51) έχει πυκνότητα γ(t51) = r(t51)γ(t11)γ(t11)γ(t11)γ(t11) = 5 · 1 ·
1 · 1 · 1 = 5. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · C4 · e =
1

5

Το δεύτερο δέντρο (t52) που προκύπτει είναι εκείνο που έχει τη ϱίζα, η ϱίζα
έχει τρία παιδιά και από αυτά το ένα έχει ένα δικό του παιδί.

Το δέντρο (t52) έχει πυκνότητα που ισούται µε γ(t52) = r(t52)γ(t11)γ(t11)γ(t21) =
5 · 1 · 2 = 10. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · C2 · A · C · e =
1

10
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Στην τρίτη περίπτωση περιέχεται το δέντρο (t53) που έχει τη ϱίζα η οποία έχει
δύο παιδιά και από αυτά το ένα έχει δύο παιδιά.

Το δέντρο (t53) έχει πυκνότητα που ισούται µε γ(t53) = r(t53)γ(t11)γ(t31) =
5 · 1 · 3 = 15. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · C · A · C2 · e =
1

15

Στην τέταρτη περίπτωση περιέχεται το δέντρο (t54) που έχει τη ϱίζα η οποία
έχει δύο παιδιά. Τα δύο αυτά παιδιά έχουν από ένα παιδί το καθένα.

Το δέντρο (t54) έχει πυκνότητα που είναι ίση µε γ(t54) = r(t54)γ(t21)γ(t21) =
5 · 2 · 2 = 20. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · [(A · C · e) ∗ (A · C · e)] =
1

20

Στην πέµπτη περίπτωση περιέχεται το δέντρο (t55) που έχει τη ϱίζα η οποία
έχει δύο παιδιά. Από αυτά το ένα έχει ένα δικό του παιδί και αυτό έχει ένα
ακόµα.
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Το δέντρο (t55) έχει πυκνότητα που είναι ίση µε γ(t55) = r(t55)γ(t11)γ(t32) =
5 · 1 · 6 = 30. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · C · A2 · C · e =
1

30

Το έκτο δέντρο (t56) που προκύπτει είναι αυτό που έχει τη ϱίζα η οποία έχει
ένα παιδί. Αυτό το παιδί έχει δύο δικά του από τα οποία το ένα έχει ένα παιδί.

Το δέντρο (t56) έχει πυκνότητα που είναι ίση µε γ(t56) = r(t56)γ(t42) = 5 ·8 =
40. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο είναι :

b · A · C · A · C · e =
1

40

Το έβδοµο δέντρο (t57) είναι αυτό που έχει τη ϱίζα η οποία έχει ένα παιδί. Το
παιδί αυτό έχει τρία δικά του παιδιά.

Το δέντρο (t57) έχει πυκνότητα που είναι ίση µε γ(t57) = r(t57)γ(t41) = 5 ·4 =
20. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · A · C3 · e =
1

20

Το επόµενο δέντρο (t58) που προκύπτει είναι εκείνο που έχει τη ϱίζα, η οποία
έχει ένα παιδί. Αυτό το παιδί έχει ένα δικό του και αυτό έχει δύο παιδιά.
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Το δέντρο (t58) έχει πυκνότητα που είναι ίση µε γ(t58) = r(t58)γ(t43) = 5·12 =
60. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · A2 · C2 · e =
1

60

Τέλος, το ένατο δέντρο (t59) είναι εκείνο που έχει τη ϱίζα και η ϱίζα έχει ένα
παιδί. Αυτό το παιδί έχει ένα δικό του, αυτό έχει ένα ακόµα παιδί και αυτό
το παιδί έχει ένα ακόµα.

Το δέντρο (t59) έχει πυκνότητα που είναι ίση µε γ(t59) = r(t59)γ(t44) = 5·24 =
120. Η συνθήκη τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο αυτό είναι :

b · A3 · C · e =
1

120

Από την απλοποιητική παραδοχή A · e = C προκύπτουν οι συνθήκες τάξης
t51, t53, t5,4, t57, t58.

΄Οσα αναφέρονται παραπάνω δίνονται συγκεντρωτικά στους επόµενους πίνακες.
Στον πρώτο πίνακα αναφέρονται οι συνθήκες µέχρι και τέταρτης τάξης και στον
δεύτερο οι συνθήκες της πέµπτης τάξης. Στην πρώτη στήλη των δύο αυτών πινάκων
αναγράφεται η τάξη της µεθόδου, στη δεύτερη στήλη το δέντρο και στην τρίτη η
συνθήκη σε µορφή αθροίσµατος που αντιστοιχεί στο κάθε δέντρο. Στον τρίτο πίνακα
που δίνεται αναγράφονται οι συνθήκες τάξης µέχρι και πέµπτης τάξης µε χρήση
πινάκων.
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r(t) t Φ(t) = 1
γ(t)

1
∑s

i=1 bi = 1

2
∑s

i=1 bici = 1
2

3
∑s

i=1 bic
2
i = 1

3

∑s
i,j=1 biaijcj = 1

6

4
∑s

i=1 bic
3
i = 1

4

∑s
i,j=1 biciaijcj = 1

8

∑s
i,j=1 biaijc

2
j = 1

12

∑s
i,j,k=1 biaijajkck = 1

24

Πίνακας 1 : Συνθήκες τάξης και δέντρα µέχρι και τέταρτης τάξης
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r(t) t Φ(t) = 1
γ(t)

5
∑s

i=1 bic
4
i = 1

5

∑s
i,j=1 bic

2
i aijcj = 1

10

∑s
i,j=1 biciaijc

2
j = 1

15

∑s
i=1 bi(

∑s
j=1 aijcj)

2 = 1
20

∑s
i,j,k=1 biciaijajkck = 1

30

∑s
i,j,k=1 biaijcjajkck = 1

40

∑s
i,j=1 biaijc

3
j = 1

20

∑s
i,j,k=1 biaijajkc

2
k = 1

60

∑s
i,j,k,l=1 biaijajkaklcl = 1

120

Πίνακας 2 : Συνθήκες τάξης και δέντρα πέµπτης τάξης
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r(t) Φ(t) = 1
γ(t)

1 b · e = 1

2 b · C · e = 1
2

3 bi · C2 · e = 1
3

b · A · C · e = 1
6

4 b · C3 · e = 1
4

b · C · A · C · e = 1
8

b · A · C2 · e = 1
12

b · A · A · C · e = 1
24

5 b · C4 · e = 1
5

b · C2 · A · C · e = 1
10

b · C · A · C2 · e = 1
15

b · [(A · C · e) ∗ (A · C · e)] = 1
20

b · C · A2 · C · e = 1
30

b · A · C · A · C · e = 1
40

b · A · C3 · e = 1
20

b · A2 · C2 · e = 1
60

b · A3 · C · e = 1
120

Πίνακας 3 : Συνθήκες τάξης µε χρήση πινάκων
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Κεφάλαιο 3

Two-Derivative Runge-Kutta

µέθοδοι

3.1 Εισαγωγή στις µεθόδους Two-Derivative Runge-

Kutta

Οι µέθοδοι two-derivative Runge-Kutta είναι µία γενίκευση των µεθόδων Runge-
Kutta. Είναι επαναληπτικές µέθοδοι και για τον υπολογισµό της εκτίµησης της
τιµής yn+1 στο σηµείο xn+1 χρησιµοποιούνται τόσο οι υπολογισµοί της συνάρτησης
f(x, y(x)) όσο και οι υπολογισµοί της παραγώγου της f(x, y(x)) ως προς το x.

Οι µαθηµατικοί Chan και Tsai (2010) µελέτησαν τις µεθόδους two-derivative
Runge-Kutta (TDRK) και πιο συγκεκριµένα µία ειδική κατηγορία των µεθόδων
TDRK στις οποίες εµπλέκεται µόνο η πρώτη παράγωγος ή η δεύτερη παράγωγος
της f . Οι συνθήκες τάξης των µεθόδων είναι ϐασισµένες στη ϑεωρία δέντρων του
Butcher.

Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών:

y′ = f(y) , y(x0) = y0 (3.1)

όπου η συνάρτηση f : <N −→ <N

Γνωρίζουµε την f και µπορούµε να υπολογίσουµε την παράγωγο της συνάρτη-
σης f , δηλαδή την g :

y′′ =
d

dx
f(y) =

df

dy
· dy
dx

= f ′(y) · f(y)

Εποµένως,

y′′ = g(y) := f ′(y)f(y) (3.2)
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Θα χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις (;;) και (;;) για την κατασκευή µίας µεθό-
δου. Η µέθοδος που ϑα δοθεί είναι µία τροποποιηµένη µέθοδος Runge-Kutta µε s
στάδια, η οποία εφαρµόζεται µε ϐήµα h και καλείται two-derivative Runge-Kutta.
Μία µέθοδος TDRK ορίζεται ως εξής :

Yi = yn + h

s∑
j=1

aijf(xn + cjh, Yj) + h2
s∑
j=1

âijg(xn + cjh, Yj) , (3.3)

όπου i = 1, 2, . . . , s

και

yn+1 = yn + h
s∑
i=1

bif(xn + cih, Yi) + h2
s∑
i=1

b̂ig(xn + cih, Yi) (3.4)

Παρατηρούµε ότι σε αυτές τις µεθόδους εκτός από τους υπολογισµούς των τι-
µών της f στα σηµεία xi όπου i = 1, 2, . . . , s περιλαµβάνονται και υπολογισµοί των
τιµών της g.

Εποµένως, η µέθοδος αυτή είναι πρακτική όταν το κόστος που προκύπτει κα-
τά την εκτίµηση του g είναι συγκρίσιµο µε την εκτίµηση της f . Η µέθοδος αυτή
µπορεί να είναι πιο αποτελεσµατική από µία τυπική µέθοδο Runge-Kutta αν ο
αριθµός των υπολογισµών της συνάρτησης είναι µικρότερος.

Οι εξισώσεις µπορούν να γραφούν και σε µορφή πινάκων ως εξής :

Y = e⊗ yn + h(A⊗ IN)F (Y ) + h2(Â⊗ IN)C(Y )

yn+1 = yn + h(bT ⊗ IN)F (Y ) + h2(b̂T ⊗ IN)G(Y )

όπου e είναι µοναδιαίο διάνυσµα που έχει s στοιχεία. Οι πίνακες Y, F (Y ), G(Y )
είναι της µορφής:

Y =

 Y1
...
Ys

 , F (Y ) =

 f(Y1)
...

f(Ys)

 , G(Y ) =

 g(Y1)
...

g(Ys)



Οι συντελεστές της µεθόδου µπορούν να γραφούν σε έναν εκτεταµένο πίνακα
Butcher :
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c A Â

bT b̂T

όπου A, Â είναι s× s πίνακες και b, b̂, c είναι διανύσµατα s× 1.

Αν Â = 0 και b̂T τότε προκύπτει ο πίνακας της µεθόδου Runge-Kutta :

c A
b

Η συνάρτηση ευστάθειας της µεθόδου δίνεται από τη σχέση:

R(z) = 1 + zbT (Is − zA− z2Â)−1e+ z2b̂T (Is − zA− z2Â)−1e (3.5)

3.2 ∆έντρα στις µεθόδους Two-Derivative Runge-

Kutta

΄Οπως και στις µεθόδους Runge - Kutta έτσι και στις µεθόδους TDRK οι συνθήκες
τάξης µπορούν να ϐρεθούν µε τη ϑεωρία των δέντρων.

Η σειρά Taylor της λύσης y(xn + h) αν ϑέσουµε yn = y(xn) δίνεται από την
σχέση:

y(xn + h) = yn +
∑
t∈T

hr(t)

σ(t)

1

γ(t)
Φ(t)(yn) (3.6)

όπου r(t) είναι η τάξη, σ(t) είναι η συµµετρία, γ(t) είναι η πυκνότητα και
Φ(t)(yn) είναι οι στοιχειώδεις διαφορές.

Σε αυτό το σηµείο ορίζεται η συνάρτηση E : T −→ < µε τύπο E(t) = 1
γ(t)

η οποία ερµηνεύεται ως η συνάρτηση που αντιστοιχεί την προσεγγιστική λύση yn
στην y(xn + h).

Ορίζεται επιπλέον η συνάρτηση α : T −→ < ως η συνάρτηση στοιχειώδους ϐά-
ϱους. Η συνάρτηση αυτή αντιστοιχεί στο yn+1 την αριθµητική λύση που λαµβάνεται
µε ϐήµα h.

Η σειρά yn+1 δίνεται από τον τύπο:

yn+1 = yn +
∑
t∈T

hr(t)

σ(t)
α(t)Φ(t)(yn) (3.7)

Από τις παραπάνω σχέσεις µπορούµε να συµπεράνουµε πως µια µία µέθοδος
έχει τάξη ρ αν α(t) = 1

γ(t)
για όλα τα t ∈ T για τα οποία ισχύει r(t) ≤ ρ.

Μπορούµε να προσδιορίσουµε το στοιχειώδες ϐάρος α(t) σε σχέση µε τους
συντελεστές της µεθόδου. Θεωρούµε συνάρτηση η(t) : T ∗ −→ <s, η οποία δηλώνει
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το διάνυσµα στοιχειώδους ϐάρους για τα εσωτερικά στάδια και δίνεται από τον
τύπο:

η(t) = Aη(t| ) + Âη(t| ) (3.8)

Ο τύπος αυτός µπορεί να χρησιµοποιηθεί όταν r(t) > 1. ΄Οταν t = ∅ τότε
η(t) = e ενώ όταν t = τότε η(t) = c

Υποθέτουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις : c = Ae και ĉ = Âe.

Παρακάτω δίνονται οι συνθήκες που προκύπτουν από την (;;), τα δέντρα δίνονται
µε τη σειρά που αναφέρθηκαν στην ενότητα 2.3:

1. Από όσα αναφέρθηκαν προκύπτει πως όταν t = ∅, τότε ισχύει η συνθήκη:

η(t) = e

2. Για την πρώτη τάξη έχουµε µόνο το δέντρο (t11)

για το οποίο ισχύει η συνθήκη:

η(t) = c

3. Στη δεύτερη τάξη προέκυψε µόνο το δέντρο (t21)

και τότε ισχύει η συνθήκη:

η( ) = Aη( | ) + Âη( | ) = Aη( ) + Âη(∅) = Ac+ Âe

΄Οµως, από τη σχέση ĉ = Âe τελικά προκύπτει ότι :

η( ) = Ac+ ĉ

4. Στην τρίτη τάξη προέκυψαν δύο δέντρα που έχουν τρεις κορυφές. ∆ιακρίνου-
µε τις περιπτώσεις :

Στην πρώτη περίπτωση περιέχεται το δέντρο (t31)
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για το οποίο προκύπτει η συνθήκη:

η(t31) = Aη(t31| ) + Âη(t31| ) = Aη( )η( ) + Â2η( ) = Acc+ Â2c

Τελικά,

η(t31) = Ac2 + 2Âc

Στη δεύτερη περίπτωση όπου περιέχεται το δέντρο (t32)

προκύπτει η συνθήκη:

η(t32) = Aη(t32| ) + Âη(t32| ) = Aη( ) + Âη( ) = A(Ac+ Âe) + Âc

Τελικά, από τη σχέση ĉ = Âe προκύπτει :

η(t32) = A2c+ Aĉ+ Âc

5. Για την τέταρτη τάξη υπάρχουν τα τέσσερα δέντρα που αναφέραµε και στις
µεθόδους Runge - Kutta , όπου µπορούµε να διακρίνουµε τις εξής τέσσερις
περιπτώσεις :

Για το πρώτο δέντρο (t41)

προκύπτει η συνθήκη:

η(t41) = Aη(t41| ) + Âη(t41| ) = Aη( )η( )η( ) + Â3η( )η( ) = Accc+ Â3cc

Τελικά,
η(t42) = Ac3 + 3Âc2

Για το δεύτερο δέντρο (t42)
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προκύπτει η συνθήκη:

η(t42) = Aη(t42| ) + Âη(t42| ) = Aη( )η( ) + Âη( ) + Âη( )η( )

= Ac(Ac+ ĉ) + Â(Ac+ ĉ) + Acc

Τελικά,

η(t42) = AcAc+ Acĉ+ ÂAc+ Âĉ+ Âc2

Για το τρίτο δέντρο (t43) τέταρτης τάξης

προκύπτει η συνθήκη:

η(t43) = Aη(t43| ) + Âη(t43| ) = Aη(t31) + Âη( )η( )

= A(Ac2 + 2Âc) + Âcc

Τελικά,

η(t43) = A2c2 + 2AÂc+ Âc2

Τέλος, προέκυψε το δέντρο (t44)
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για το οποίο ισχύει η συνθήκη:

η(t44) = Aη(t44| )+ Âη(t44| ) = Aη( )+ Âη( ) = A(A2c+Aĉ+ Âc)+ Â(Ac+ ĉ)

Τελικά,

η(t44) = A3c+ A2ĉ+ AÂc+ ÂAc+ Âĉ

6. Για την πέµπτη τάξη προέκυψαν 9 δέντρα και διακρίναµε τις εξής περιπτώ-
σεις :

Στην πρώτη περίπτωση περιέχεται το δέντρο (t51)

Για το δέντρο αυτό προκύπτει η συνθήκη:

η(t51) = Aη(t51| )+Âη(t51| ) = Aη( )η( )η( )η( )+Â4η( )η( )η( ) = Acccc+Â4ccc

Τελικά,

η(t51) = Ac4 + 4Âc3

Για το δεύτερο δέντρο (t52)

προκύπτει η συνθήκη:

η(t52) = Aη(t52| ) + Âη(t52| ) = Aη( )η( )η( ) + Â2η( )η( ) + Âη( )η( )η( )

= Acc(Ac+ ĉ) + Â2c(Ac+ ĉ) + Âccc

Τελικά,

η(t52) = Ac2Ac+ Ac2ĉ+ 2ÂcAc+ 2Âcĉ+ Âc3

Στην τρίτη περίπτωση που περιέχεται το δέντρο (t53)
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προκύπτει η συνθήκη:

η(t53) = Aη(t53| ) + Âη(t53| ) = Aη( )η(t31) + Âη(t31) + Âη( )η( )η( )

= Ac(Ac2 + 2Âc) + Â(Ac2 + 2Âc) + Âccc

Τελικά,

η(t53) = AcAc2 + 2AcÂc+ ÂAc2 + 2Â2c+ Âc3

Για το επόµενο δέντρο (t54)

προκύπτει η συνθήκη:

η(t54) = Aη(t54| )+Âη(t54| ) = Aη( )η( )+Â2η( )η( ) = A(Ac+ĉ)2+Â2c(Ac+ĉ)

Τελικά,

η(t54) = A(Ac+ ĉ)2 + 2ÂcAc+ 2Âcĉ

Για το δέντρο (t55)
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προκύπτει η συνθήκη:

η(t55) = Aη(t55| ) + Âη(t55| ) = Aη( )η(t32) + Âη(t32) + Âη( )η( )

= Ac(A2c+ Aĉ+ Âc) + Â(A2c+ Aĉ+ Âc) + Âc(Ac+ ĉ)

Τελικά,

η(t55) = AcA2c+ AcAĉ+ AcÂc+ ÂA2c+ ÂAĉ+ Â2c+ ÂcAc+ Âcĉ

Για το έκτο δέντρο (t56)

προκύπτει η συνθήκη:

η(t56) = Aη(t56| ) + Âη(t56| ) = Aη(t42) + Âη( )η( )

= A(AcAc+ Acĉ+ Âc2 + ÂAc+ Âĉ) + Âc(Ac+ ĉ)

Τελικά,

η(t56) = A2cAc+ A2cĉ+ AÂc2 + AÂAc+ AÂĉ+ ÂcAc+ Âcĉ

Για το επόµενο δέντρο που προέκυψε (t57)

η συνθήκη που προκύπτει είναι :

η(t57) = Aη(t57| )+Âη(t57| ) = Aη(t41)+Âη( )η( )η( ) = A(Ac3+3Âc2)+Âccc

Τελικά,
η(t57) = A2c3 + 3AÂc2 + Âc3

Για το όγδοο σε σειρά δέντρο που αναφέραµε (t58)
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προκύπτει η συνθήκη:

η(t58) = Aη(t58| ) + Âη(t58| ) = Aη(t43) + Âη(t31)

= A(A2c2 + 2AÂc+ Âc2) + Â(Ac2 + 2Âc)

Τελικά,
η(t58) = A3c2 + 2A2Âc+ AÂc2 + ÂAc2 + 2Â2c2

Τέλος, για το ένατο δέντρο (t59)

προκύπτει η συνθήκη:

η(t59) = Aη(t59| ) + Âη(t59| ) = Aη(t44) + Âη(t32)

= A(A3c+ A2ĉ+ AÂc+ ÂAc+ Âĉ) + Â(A2c+ Aĉ+ Âc)

Τελικά,

η(t59) = A4c+ A3ĉ+ A2Âc+ AÂAc+ AÂĉ+ ÂA2c+ ÂAĉ+ Â2c

Τα δέντρα και το διάνυσµα στοιχειώδους ϐάρους για το κάθε δέντρο αναγρά-
ϕονται συγκεντρωτικά στον πίνακα που δίνεται στη συνέχεια :
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r(t) t η(t)

1 c

2 Ac+ ĉ

3 Ac2 + 2Âc

A2c+ Aĉ+ Âc

4 Ac3 + 3Âc2

AcAc+ Acĉ+ ÂAc+ Âĉ+ Âc2

A2c2 + 2AÂc+ Âc2

A3c+ A2ĉ+ AÂc+ ÂAc+ Âĉ

Πίνακας 1 : ∆έντρα µε το αντίστοιχο διάνυσµα στοιχειώδους ϐάρους µέχρι και
τέταρτης τάξης
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r(t) t η(t)

5 Ac4 + 4Âc3

Ac2Ac+ Ac2ĉ+ 2ÂcAc+ 2Âcĉ+ Âc3

AcAc2 + 2AcÂc+ ÂAc2 + 2Â2c+ Âc3

A(Ac+ ĉ)2 + 2ÂcAc+ 2Âcĉ

AcA2c+ AcAĉ+ AcÂc+ ÂA2c+

+ÂAĉ+ Â2c+ ÂcAc+ Âcĉ

A2cAc+ A2cĉ+ AÂc2 + AÂAc+

+AÂĉ+ ÂcAc+ Âcĉ

A2c3 + 3AÂc2 + Âc3

A3c2 + 2A2Âc+ AÂc2 + ÂAc2 + 2Â2c2

A4c+ A3ĉ+ A2Âc+ AÂAc+ AÂĉ+

+ÂA2c+ ÂAĉ+ Â2c

Πίνακας 2 : ∆έντρα µε το αντίστοιχο διάνυσµα στοιχειώδους ϐάρους 5ης τάξης
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Το στοιχειώδες ϐάρος δίνεται από τον τύπο:

α(t) = bTη(t| ) + b̂Tη(t| ) (3.9)

Ο τύπος που δίνεται παραπάνω χρησιµοποιείται όταν r(t) > 1. Στην περίπτωση
όπου t = τότε η συνάρτηση στοιχειώδους ϐάρους δίνεται από τη σχέση α(t) = bT e.

Ο τύπος για τη συνάρτηση στοιχειώδους ϐάρους µαζί µε τον τύπο (;;) χρησιµο-
ποιούνται για τον καθορισµό των συνθηκών τάξης.

Πιο αναλυτικά, οι συνθήκες που προκύπτουν ως και την πέµπτη τάξη είναι :

1. Από την προηγούµενη σχέση όταν t = ∅ τότε α(t) = e.

2. Στην πρώτη τάξη για το δέντρο (t11) προκύπτει από την προηγούµενη σχέση
ότι το στοιχειώδες ϐάρος είναι :

α( ) = bT e

Η πυκνότητα για το συγκεκριµένο δέντρο είναι γ(t11) = 1 και τότε η συνθήκη
πρώτης τάξης που αντιστοιχεί στο δέντρο είναι :

bT e = 1

3. Στη δεύτερη τάξη το δέντρο (t21) που προέκυψε έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α( ) = bTη( | ) + b̂Tη( | ) = bTη( ) + b̂Tη(∅) = bT c+ b̂T e

Η πυκνότητα του δέντρου t21 είναι γ(t21) = r(t21) · γ(t11) = 2 · 1 = 2. Εποµέ-
νως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t21) είναι :

bT c+ b̂T e =
1

2

4. Για την τρίτη τάξη διακρίνουµε τις εξής δύο περιπτώσεις :

Για το δέντρο (t31) το στοιχειώδες ϐάρος είναι :
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α(t31) = bTη(t31| ) + b̂Tη(t31| ) = bTη( )η( ) + b̂T2η( ) = bT c2 + 2b̂T c

Η πυκνότητα για το δέντρο αυτό είναι γ(t31) = r(t31) ·γ(t11) ·γ(t11) = 3 ·1 ·1 =
3. Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t31) είναι :

bT c2 + 2b̂T c =
1

3

Για το δέντρο (t32) το στοιχειώδες ϐάρος δίνεται από την παράκάτω σχέση:

α(t32) = bTη(t32| ) + b̂Tη(t32| ) = bTη( ) + b̂Tη( ) = bT (Ac+ ĉ) + b̂T c

Τελικά,
α(t32) = bTAc+ bT ĉ+ b̂T c

Η πυκνότητα για το δέντρο αυτό είναι γ(t32) = r(t32) · γ(t21) = 3 · 2 = 6. Η
συνθήκη που αντιστοιχεί στο δέντρο είναι :

bTAc+ bT ĉ+ b̂T c =
1

6

5. Για την τέταρτη τάξη προέκυψαν τα τέσσερα δέντρα όπως αναφέρονται στις
µεθόδους Runge-Kutta. ∆ιακρίναµε τις εξής περιπτώσεις :

Το πρώτο δέντρο (t41)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t41) = bTη(t41| ) + b̂Tη(t41| ) = bTη( )η( )η( ) + b̂T3η( )η( ) = bT ccc+ b̂T3cc

Τελικά,
α(t41) = bT c3 + 3b̂T c2
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Η πυκνότητα για το δέντρο (t41) είναι γ(t41) = r(t41) · γ(t11) · γ(t11) · γ(t11) =
4 ·1 ·1 ·1 = 4. Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t41) είναι :

bT c3 + 3b̂T c2 =
1

4

Το δεύτερο δέντρο (t42)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t42) = bTη(t42| ) + b̂Tη(t42| ) = bTη( )η( ) + b̂Tη( ) + b̂Tη( )η( )

= bT c(Ac+ ĉ) + b̂T (Ac+ ĉ) + b̂T cc

Τελικά,

α(t42) = bT cAc+ bT cĉ+ b̂TAc+ b̂T ĉ+ b̂T c2

Η πυκνότητα για το δέντρο (t42) είναι γ(t42) = r(t42)·γ(t11)·γ(t21) = 4·1·2 = 8.
Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t42) είναι :

bT cAc+ bT cĉ+ b̂TAc+ b̂T ĉ+ b̂T c2 =
1

8

Το τρίτο δέντρο (t43)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t43) = bTη(t43| ) + b̂Tη(t43| ) = bTη(t31) + b̂Tη( )η( ) = bT (Ac2 + 2Âc) + b̂T cc

Τελικά,

α(t43) = bTAc2 + 2bT Âc+ b̂T c2
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Η πυκνότητα για το δέντρο (t43) είναι γ(t43) = r(t43) · γ(t31) = 4 · 3 = 12.
Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t43) είναι :

bTAc2 + 2bT Âc+ b̂T c2 =
1

12

Το τέταρτο δέντρο (t44)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t44) = bTη(t44| )+b̂Tη(t44| ) = bTη( )+b̂Tη( ) = bT (A2c+Aĉ+Âc)+b̂T (Ac+ĉ)

Τελικά,

α(t44) = bTA2c+ bTAĉ+ bT Âc+ b̂TAc+ b̂T ĉ

Η πυκνότητα για το δέντρο (t44) είναι γ(t44) = r(t44) · γ(t32) = 4 · 6 = 24.
Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t43) είναι :

bTA2c+ bTAĉ+ bT Âc+ b̂TAc+ b̂T ĉ =
1

24

6. Για την πέµπτη τάξη προέκυψαν τα 9 δέντρα που έχουµε αναφέρει και σε
προηγούµενη ενότητα. ∆ιακρίνουµε στις εξής περιπτώσεις :

Το δέντρο (t51)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t51) = bTη(t51| ) + b̂Tη(t51| ) = bTη( )η( )η( )η( ) + b̂T4η( )η( )η( )

= bT cccc+ b̂T4ccc
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Τελικά,

α(t51) = bT c4 + 4b̂T c3

Η πυκνότητα για το δέντρο (t51) είναι γ(t51) = r(t51) · γ(t11) · γ(t11) · γ(t11) ·
γ(t11) = 5 ·1 ·1 ·1 ·1 = 5. Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο
(t51) είναι :

bT c4 + 4b̂T c3 =
1

5

Το δεύτερο δέντρο (t52)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t52) = bTη(t52| ) + b̂Tη(t52| ) = bTη( )η( )η( ) + b̂T2η( )η( ) + b̂Tη( )η( )η( )

= bT cc(Ac+ ĉ) + b̂T2c(Ac+ ĉ) + b̂T ccc

Τελικά,

α(t52) = bT c2Ac+ bT c2ĉ+ 2b̂T cAc+ 2b̂T cĉ+ b̂T c3

Η πυκνότητα για το δέντρο (t52) είναι γ(t52) = r(t52) · γ(t11) · γ(t11) · γ(t21) =
5 · 1 · 1 · 2 = 10. Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t52)
είναι :

bT c2Ac+ bT c2ĉ+ 2b̂T cAc+ 2b̂T cĉ+ b̂T c3 =
1

10

Το δέντρο (t53)
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έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t53) = bTη(t53| ) + b̂Tη(t53| ) = bTη( )η(t31) + b̂Tη(t31) + b̂Tη( )η( )η( )

= bT c(Ac2 + 2Âc) + b̂T (Ac2 + 2Âc) + b̂T ccc

Τελικά,

α(t53) = bT cAc2 + 2bT cÂc+ b̂TAc2 + 2b̂T Âc+ b̂T c3

Η πυκνότητα για το δέντρο (t53) είναι γ(t53) = r(t53) ·γ(t11) ·γ(t31) = 5 ·1 ·3 =
15. Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t53) είναι :

bT cAc2 + 2bT cÂc+ b̂TAc2 + 2b̂T Âc+ b̂T c3 =
1

15

Το δέντρο (t54)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t54) = bTη(t54| ) + b̂Tη(t54| ) = bTη( )η( ) + b̂T2η( )η( )

= bT (Ac+ ĉ)2 + b̂T2c(Ac+ ĉ)

Τελικά,

α(t54) = bT (Ac)2 + 2bTAcĉ+ bT ĉ2 + 2b̂T cAc+ 2b̂T cĉ

Η πυκνότητα για το δέντρο (t54) είναι γ(t54) = r(t54) ·γ(t21) ·γ(t21) = 5 ·2 ·2 =
20. Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t54) είναι :

bT (Ac)2 + 2bTAcĉ+ bT ĉ2 + 2b̂T cAc+ 2b̂T cĉ =
1

20

Το δέντρο (t55)
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έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t55) = bTη(t55| ) + b̂Tη(t55| ) = bTη( )η(t32) + b̂Tη(t32) + b̂Tη( )η( )

= bT c(A2c+ Aĉ+ Âc) + b̂T (A2c+ Aĉ+ Âc) + b̂T c(Ac+ ĉ)

Τελικά,

α(t55) = bT cA2c+ bT cAĉ+ bT cÂc+ b̂TA2c+ b̂TAĉ+ b̂T Âc+ b̂T cAc+ b̂T cĉ

Η πυκνότητα για το δέντρο (t55) είναι γ(t55) = r(t55) ·γ(t11) ·γ(t32) = 5 ·1 ·6 =
30. Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t55) είναι :

bT cA2c+ bT cAĉ+ bT cÂc+ b̂TA2c+ b̂TAĉ+ b̂T Âc+ b̂T cAc+ b̂T cĉ =
1

30

Το δέντρο (t56)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t56) = bTη(t56| ) + b̂Tη(t56| ) = bTη(t42) + b̂Tη( )η( )

= bT (AcAc+ Acĉ+ Âc2 + ÂAc+ Âĉ) + b̂T c(Ac+ ĉ)

Τελικά,

α(t56) = bTAcAc+ bTAcĉ+ bT Âc2 + bT ÂAc+ bT Âĉ+ b̂T cAc+ b̂T cĉ
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Η πυκνότητα για το δέντρο (t56) είναι γ(t56) = r(t56) · γ(t42) = 5 · 8 = 40.
Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t56) είναι :

bTAcAc+ bTAcĉ+ bT Âc2 + bT ÂAc+ bT Âĉ+ b̂T cAc+ b̂T cĉ =
1

40

Το δέντρο (t57)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t57) = bTη(t57| )+b̂Tη(t57| ) = bTη(t41)+b̂
Tη( )η( )η( ) = bT (Ac3+3Âc2)+b̂T ccc

Τελικά,
α(t57) = bTAc3 + 3bT Âc2 + b̂T c3

Η πυκνότητα για το δέντρο (t57) είναι γ(t57) = r(t57) · γ(t41) = 5 · 4 = 20.
Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t57) είναι :

bTAc3 + 3bT Âc2 + b̂T c3 =
1

20

Το δέντρο (t58)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t58) = bTη(t58| ) + b̂Tη(t58| ) = bTη(t43) + b̂Tη(t31)

= bT (A2c2 + 2AÂc+ Âc2) + b̂T (Ac2 + 2Âc)

Τελικά,

α(t58) = bTA2c2 + 2bTAÂc+ bT Âc2 + b̂TAc2 + 2b̂T Âc
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Η πυκνότητα για το δέντρο (t58) είναι γ(t58) = r(t58) · γ(t43) = 5 · 12 = 60.
Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t58) είναι :

bTA2c2 + 2bTAÂc+ bT Âc2 + b̂TAc2 + 2b̂T Âc =
1

60

Το δέντρο (t59)

έχει στοιχειώδες ϐάρος :

α(t59) = bTη(t59| ) + b̂Tη(t59| ) = bTη(t44) + b̂Tη(t32)

= bT (A3c+ A2ĉ+ AÂc+ ÂAc+ Âĉ) + b̂T (A2c+ Aĉ+ Âc)

Τελικά,

α(t59) = bTA3c+ bTA2ĉ+ bTAÂc+ bT ÂAc+ bT Âĉ+ b̂TA2c+ b̂TAĉ+ b̂T Âc

Η πυκνότητα για το δέντρο (t59) είναι γ(t59) = r(t59) · γ(t44) = 5 · 24 = 120.
Εποµένως, η συνθήκη που προκύπτει για το δέντρο (t59) είναι :

bTA3c+ bTA2ĉ+ bTAÂc+ bT ÂAc+ bT Âĉ+ b̂TA2c+ b̂TAĉ+ b̂T Âc =
1

120

Οι συνθήκες για το στοιχειώδες ϐάρος για κάθε δέντρο αναγράφονται συνοπτικά
στους δύο πίνακες που δίνονται στη συνέχεια.
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r(t) t α(t) = 1
γ(t)

1 bT e = 1

2 bT c+ b̂T e = 1
2

3 bT c2 + 2b̂T c = 1
3

bTAc+ bT ĉ+ b̂T c = 1
6

4 bT c3 + 3b̂T c2 = 1
4

bT cAc+ bT cĉ+ b̂TAc+ b̂T ĉ+ b̂T c2 = 1
8

bTAc2 + 2bT Âc+ b̂T c2 = 1
12

bTA2c+ bTAĉ+ bT Âc+ b̂TAc+ b̂T ĉ = 1
24

Πίνακας 1 : ∆έντρα και συνθήκες στοιχειώδους ϐάρους µέχρι και τέταρτης τάξης
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r(t) t α(t) = 1
γ(t)

5 bT c4 + 4b̂T c3 = 1
5

bT c2Ac+ bT c2ĉ+ 2b̂T cAc+ 2b̂T cĉ+ b̂T c3 = 1
10

bT cAc2 + 2bT cÂc+ b̂TAc2 + 2b̂T Âc+ b̂T c3 = 1
15

bT (Ac)2 + 2bTAcĉ+ bT ĉ2 + 2b̂T cAc+ 2b̂T cĉ = 1
20

bT cA2c+ bT cAĉ+ bT cÂc+ b̂TA2c+

+b̂TAĉ+ b̂T Âc+ b̂T cAc+ b̂T cĉ = 1
30

bTAcAc+ bTAcĉ+ bT Âc2 + bT ÂAc+

bT Âĉ+ b̂T cAc+ b̂T cĉ = 1
40

bTAc3 + 3bT Âc2 + b̂T c3 = 1
20

bTA2c2 + 2bTAÂc+ bT Âc2 + b̂TAc2 + 2b̂T Âc = 1
60

bTA3c+ bTA2ĉ+ bTAÂc+ bT ÂAc+

+bT Âĉ+ b̂TA2c+ b̂TAĉ+ b̂T Âc = 1
120

Πίνακας 2 : ∆έντρα µε την αντίστοιχη συνθήκη στοιχειώδους ϐάρους 5ης τάξης
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Οι απλοποιητικές παραδοχές για τις µεθόδους Runge-Kutta δίνονται από τη
σχέση:

Ack−1 + (k − 1)Âck−2 =
ck

k
, k = 1, 2, . . . , q (3.10)

Οι συνθήκες που προκύπτουν από την (;;) µειώνουν τον αριθµό των συνθηκών
τάξης. Για k = 1 προκύπτει η απλοποιητική παραδοχή Ae = c όπου ικανοποιεί τις
συνθήκες των µεθόδων Runge-Kutta.

Για τις µεθόδους TDRK µπορούν να ικανοποιηθούν µόνο οι δύο πρώτες απλο-
ποιητικές παραδοχές :

1. Για k = 1 προκύπτει η συνθήκη Ae = c

2. Για k = 2 προκύπτει η συνθήκη Ac+ Âe = c2

2

Με ϐάση τις απλοποιητικές παραδοχές προκύπτουν τα εξής στοιχεία :

Για την τρίτη τάξη αν στη συνθήκη του δέντρου (t32) αντικαταστήσουµε την δεύ-
τερη απλοποιητική παραδοχή προκύπτει :

bTAc+ bT ĉ+ b̂T c =
1

6
⇒

bT (Ac+ ĉ) + b̂T c =
1

6
⇒

bT
c2

2
+ b̂T c =

1

6
⇒

bT c2 + 2b̂T c =
1

3

Παρατηρούµε λοιπόν πως µε τη χρήση της απλοποιητικής παραδόχής η συν-
ϑήκη που αντιστοιχεί στο δέντρο (t32) συµπίπτει µε τη συνθήκη που αντιστοιχεί στο
δέντρο (t31) και τελικά µένει µόνο η συνθήκη αυτή.

Για την τέταρτη τάξη αν στη συνθήκη του δέντρου (t42) αντικαταστήσουµε την
δεύτερη απλοποιητική παραδοχή ϑα προκύψει :

bT cAc+ bT cĉ+ b̂T c2 + b̂TAc+ b̂T ĉ =
1

8
⇒

bT c(Ac+ ĉ) + b̂T c2 + b̂T (Ac+ ĉ) =
1

8
⇒

bT c
c2

2
+ b̂T c2 + b̂T

c2

2
=

1

8
⇒
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bT c3 + 2b̂T c2 + b̂T c2 =
1

4
⇒

bT c3 + 3b̂T c2 =
1

4

Εποµένως, η συνθήκη του δέντρου (t42) συµπίπτει µε εκείνη του δέντρου (t41).

Αντίστοιχα, για την συνθήκη του δέντρου (t44) προκύπτει :

bTA2c+ bTAĉ+ bT Âc+ b̂TAc+ b̂T ĉ =
1

24
⇒

bTA(Ac+ ĉ) + bT Âc+ b̂T (Ac+ ĉ) =
1

24
⇒

bTA
c2

2
+ bT Âc+ b̂T

c2

2
=

1

24
⇒

bTAc2 + 2bT Âc+ 2b̂T c2 =
1

12

Εποµένως, η συνθήκη του δέντρου (t44) συµπίπτει µε τη συνθήκη του δέντρου
(t43).

Στην τέταρτη τάξη µένουν δύο µόνο συνθήκες, εκείνες που αντιστοιχούν στα
δέντρα (t41) και (t43).

Για την πέµπτη τάξη µε τη χρήση της απλοποιητικής παραδοχής µένουν πέντε
συνθήκες τάξης. Αναλυτικά, στη συνθήκη του δέντρου (t52) ϑα αντικαταστήσουµε
την δεύτερη απλοποιητική παραδοχή και τότε ϑα προκύψει :

bT c2Ac+ bT c2ĉ+ b̂T c3 + 2b̂T cAc+ 2b̂T cĉ =
1

10
⇒

bT c2(Ac+ ĉ) + b̂T c3 + 2b̂T c(Ac+ ĉ) =
1

10
⇒

bT c2
c2

2
+ b̂T c3 + 2b̂T c

c2

2
=

1

10
⇒

bT c4 + 2b̂T c3 + 2b̂T cc2 =
1

5
⇒

bT c4 + 4b̂T c3 =
1

5

Εποµένως, η συνθήκη του δέντρου (t52) συµπίπτει µε εκείνη του δέντρου (t51).

Αντίστοιχα, για την συνθήκη του δέντρου (t55) προκύπτει :
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bT cA2c+ bT cAĉ+ bT cÂc+ b̂T cAc+ b̂T cĉ+ b̂TA2c+ b̂TAĉ+ b̂T Âc =
1

30
⇒

bT cA(Ac+ ĉ) + bT cÂc+ b̂T c(Ac+ ĉ) + b̂TA(Ac+ ĉ) + b̂T Âc =
1

30
⇒

bT cA
c2

2
+ bT cÂc+ b̂T c

c2

2
+ b̂TA

c2

2
+ b̂T Âc =

1

30
⇒

bT cAc2 + 2bT cÂc+ b̂T c3 + b̂TAc2 + 2b̂T Âc =
1

15

Εποµένως, η συνθήκη του δέντρου (t55) συµπίπτει µε τη συνθήκη του δέντρου
(t53).

Για την συνθήκη του δέντρου (t56) προκύπτει :

bTAcAc+ bTAcĉ+ bT Âc2 + bT ÂAc+ bT Âĉ+ b̂T cAc+ b̂T cĉ =
1

40
⇒

bTAc(Ac+ ĉ) + bT Âc2 + bT Â(Ac+ ĉ) + b̂T c(Ac+ ĉ) =
1

40
⇒

bTAc
c2

2
+ bT Âc2 + bT Â

c2

2
+ b̂T c

c2

2
=

1

40
⇒

bTAc3 + 2bT Âc2 + bT Âc2 + b̂T c3 =
1

20
⇒

bTAc3 + 3bT Âc2 + b̂T c3 =
1

20

Εποµένως, η συνθήκη του δέντρου (t56) συµπίπτει µε τη συνθήκη του δέντρου
(t57).

Για την συνθήκη του δέντρου (t59) προκύπτει :

bTA3c+ bTA2ĉ+ bTAÂc+ bT ÂAc+ bT Âĉ+ b̂TA2c+ b̂TAĉ+ b̂T Âc =
1

120
⇒

bTA2(Ac+ ĉ) + bT Â(Ac+ ĉ) + bT ÂAc+ b̂TA(Ac+ ĉ) + b̂T Âc =
1

120
⇒

bTA2 c
2

2
+ bT Â

c2

2
+ bT ÂAc+ b̂TA

c2

2
+ b̂T Âc =

1

120
⇒

bTA2c2 + bT Âc2 + 2bT ÂAc+ b̂TAc2 + 2b̂T Âc =
1

60
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Εποµένως, η συνθήκη του δέντρου (t59) συµπίπτει µε τη συνθήκη του δέντρου
(t58).

Τελικά, στην πέµπτη τάξη µένουν εκείνες οι συνθήκες που αντιστοιχούν στα
δέντρα (t51), (t53), (t54), (t57) και (t58).

3.3 Αµεση µέθοδος TDRK

Για να κατασκευάσουµε µία άµεση µέθοδο (explicit method) µε τον ελάχιστο αριθ-
µό υπολογισµών της συνάρτησης f χρησιµοποιούµε τις εξισώσεις :

Y = e⊗ yn + h(A⊗ IN)F (Y ) + h2(Â⊗ IN)C(Y )

yn+1 = yn + h(bT ⊗ IN)F (Y ) + h2(b̂T ⊗ IN)G(Y )

Η ειδική άµεση µέθοδος TDRK, η οποία αναφέρεται στη συνέχεια, περιλαµβάνει
µόνο έναν υπολογισµό της συνάρτησης f σε κάθε στάδιο. Σε αυτή την περίπτωση,
ο πίνακας των Runge - Kutta µεθόδων A έχει µηδενικά στοιχεία, εκτός από το
διάνυσµα c της πρώτης στήλης. Το διάνυσµα b έχει όλα τα στοιχεία µηδέν εκτός
του πρώτου, δηλαδή b = [1, 0, . . . , 0]T .

Ο πίνακας που αντιστοιχεί στη µέθοδο είναι :

c Â

b̂T

όπου c1 = 0 και ο πίνακας Â είναι κάτω τριγωνικός, δηλαδή για τα στοιχεία του
πίνακα ισχύει âij = 0 για i ≤ j.

Η απλοποιητική παραδοχή σε αυτή την περίπτωση είναι :

Âe =
c2

2

Οι υποθέσεις που αναφέρθηκαν παραπάνω απλοποιούν τις συνθήκες τάξης σε
αυτές που αναφέρονται στον πίνακα που δίνεται στη συνέχεια. Ο αριθµός των α-
γνώστων για µία µέθοδο s σταδίων είναι s(s+1)

2
.
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Order Conditions
1 bT e = 1

2 b̂T e = 1
2

3 b̂T c = 1
6

4 b̂T c2 = 1
12

5 b̂T c3 = 1
20

b̂T Âc = 1
120

Πίνακας 4: Συνθήκες τάξης για την άµεση µέθοδο TDRK

Αναλυτικά, επειδή ο πίνακας A είναι ο µηδενικός πίνακας η απλοποιητική
παραδοχή που προκύπτει για τις άµεσες µεθόδους TDRK είναι :

Âe =
c2

2

Επιπλέον, ισχύει η σχέση Âe = ĉ.

Στην άµεση µέθοδο που έχουµε παρατηρούµε πως bT = [1, 0, . . . , 0] και από το
διάνυσµα c το πρώτο στοιχείο είναι µηδέν, δηλαδή c1 = 0. Προκύπτει λοιπόν πως
bT c = 0.

Σύµφωνα µε τις παραπάνω σχέσεις που αναφέραµε προκύπτουν οι συνθήκες
τάξης για τις άµεσες µεθόδους TDRK . Οι σχέσεις που προκύπτουν σε κάθε τάξη
αναφέρονται στη συνέχεια :

Στην πρώτη τάξη, η συνθήκη τάξης είναι :

bT e = 1

Στη δεύτερη τάξη, η συνθήκη τάξης παίρνει τη µορφή:

bT c+ b̂T e =
1

2
⇒ b̂T e =

1

2

Για την τρίτη τάξη οι συνθήκες τάξης είναι δύο και µε κατάλληλες πράξεις οι
συνθήκες ϑα πάρουν τη µορφή:

• bT c2 + 2b̂T c = 1
3
⇒ 2b̂T c = 1

3
⇒ b̂T c = 1

6

• bTAc+ bT ĉ+ b̂T c = 1
6
⇒ b̂T c = 1

6

Τελικά, η συνθήκη τάξης είναι :

b̂T c =
1

6

Για την τέταρτη τάξη οι τέσσερις συνθήκες που έχουµε παρουσιάσει µε χρήση
της απλοποιητικής παραδοχής ϑα πάρουν τη µόρφή:
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• bT c3 + 3b̂T c2 = 1
4
⇒ 3b̂T c2 = 1

4
⇒ b̂T c2 = 1

12

• bT cAc+bT cĉ+ b̂T c2+ b̂TAc+ b̂T ĉ = 1
8
⇒ b̂T c2+ b̂T ĉ = 1

8
⇒ b̂T c2+ b̂T Âe = 1

8
⇒

b̂T c2 + b̂T
c2

2
=

1

8
⇒ 2b̂T c2 + b̂T c2 =

1

4
⇒ 3b̂T c2 =

1

4
⇒ b̂T c2 =

1

12

• bTAc2 + 2bT Âc+ b̂T c2 = 1
12
⇒ b̂T c2 = 1

12

• bTA2c+ bTAĉ+ bT Âc+ b̂TAc+ b̂T ĉ = 1
24
⇒ b̂T ĉ = 1

24
⇒ b̂T Âe = 1

24
⇒

b̂T
c2

2
=

1

24
⇒ b̂T c2 =

2

24
⇒ b̂T c2 =

1

12

Τελικά, η συνθήκη για την τέταρτη τάξη είναι :

b̂T c2 =
1

12

Για την πέµπτη τάξη οι εννέα συνθήκες που έχουµε παρουσιάσει µε χρήση της
απλοποιητικής παραδοχής ϑα πάρουν τη µόρφή:

• bT c4 + 4b̂T c3 = 1
5
⇒ 4b̂T c3 = 1

5
⇒ b̂T c3 = 1

20

• bT c2Ac+ bT c2ĉ+ b̂T c3 + 2b̂T cAc+ 2b̂T cĉ = 1
10
⇒ b̂T c3 + 2b̂T cĉ = 1

10
⇒

b̂T c3+2b̂T cÂe =
1

10
⇒ b̂T c3+2b̂T c

c2

2
=

1

10
⇒ b̂T c3+b̂T c3 =

1

10
⇒ 2b̂T c3 =

1

10
⇒

b̂T c3 =
1

20

• bT cAc2 + 2bT cÂc+ b̂T c3 + b̂TAc2 + 2b̂T Âc = 1
15
⇒ b̂T c3 + 2b̂T Âc = 1

15

Επειδή b̂T c3 = 1
20

και b̂T Âc = 1
120

η προηγούµενη έξίσωση είναι συνδιασµός
αυτών των δύο συνθηκών καθώς προκύπτει : b̂T c3 + 2b̂T Âc = 1

20
+ 2 1

120
=

1
20

+ 1
60

= 4
60

= 1
15

• bT cA2c+bT cAĉ+bT cÂc+ b̂T cAc+ b̂TAĉ+ b̂T cĉ+ b̂TA2c+ b̂T Âc = 1
30
⇒ b̂T cĉ+

b̂T Âc = 1
30
⇒ b̂T cÂe+ b̂T Âc = 1

30
⇒ b̂T c c

2

2
+ b̂T Âc = 1

30
⇒ b̂T c3 + 2b̂T Âc = 1

15

Επειδή b̂T c3 = 1
20

και b̂T Âc = 1
120

η προηγούµενη έξίσωση είναι συνδιασµός
αυτών των δύο συνθηκών καθώς προκύπτει : b̂T c3 + 2b̂T Âc = 1

20
+ 2 1

120
=

1
20

+ 1
60

= 4
60

= 1
15

• bTA2c2 + 2bT ĉAc+ bT ĉ2 + 2b̂T cAc+ 2b̂T cĉ = 1
20
⇒ 2b̂T cĉ = 1

20
⇒ 2b̂T cÂe = 1

20

⇒ 2b̂T c
c2

2
=

1

20
⇒ b̂T c3 =

1

20
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• bTAc3 + 3bT Âc2 + b̂T c3 = 1
20
⇒ b̂T c3 = 1

20

• bTAcAc+bTAcĉ+bT Âc2+bT ÂAc+bT Âĉ+ b̂T cAc+ b̂T cĉ = 1
40
⇒ b̂T cĉ = 1

40
⇒

b̂T c
c2

2
=

1

40
⇒ b̂T c3 =

1

20

• bTA2c2+2bTAÂc+bT Âc2+ b̂TAc2+2b̂T Âc = 1
60
⇒ 2b̂T Âc = 1

60
⇒ b̂T Âc = 1

120

• bTA3c+ bTA2ĉ+ bTAÂ+ bT ÂAc+ bT Âĉ+ b̂T Âc+ b̂TA2c+ b̂TAĉ = 1
120
⇒

b̂T Âc =
1

120

Τελικά, οι συνθήκες που αποµένουν στην πέµπτη τάξη είναι :

b̂T c3 =
1

20

b̂T Âc =
1

120
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Κεφάλαιο 4

Κατασκευή TDRK µεθόδων

Στις άµεσες µεθόδους TDRK ο πίνακας Butcher παίρνει τη µορφή:

c Â

b̂T

Με την χρήση της απλοποιητικής παραδοχής Âe = c2

2
οι συνθήκες τάξης απλο-

ποιούνται όπως ϕαίνεται στον Πίνακα 4.

4.1 TDRK µέθοδοι ενός σταδίου

Σε αυτή την περίπτωση ο πίνακας πάίρνει τη µορφή:

0

b̂1

Αν επιλεγεί b̂1 = 1
2

τότε προκύπτει µία µέθοδος δεύτερης τάξης που απαιτεί
έναν υπολογισµό των f και g και έχει τη µορφή:

yn+1 = yn + hf(yn) +
h2

2
g(yn)

Η µέθοδος αυτή έχει την ίδια συνάρτηση ευστάθειας µε µία άµεση µέθοδο
Runge Kutta δύο σταδίων δεύτερης τάξης που απαιτεί δύο υπολογισµούς της συ-
νάρτησης f .

4.2 TDRK µέθοδοι δύο σταδίων

Στις άµεσες µεθόδους δύο σταδίων ο πίνακας Butcher που προκύπτει µετά και τη
χρήση της απλοποιητικής παραδοχής είναι :

0

c2
c22
2

b̂1 b̂2
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Με δύο στάδια µπορούν να κατακσευαστούν µέθοδοι έως και τέταρτης τάξης.
Αυτό σηµαίνει πως για την κατασκευή τέταρτης τάξης µεθόδου µε δύο στάδια ϑα
πρέπει να ικανοποιούνται οι συνθήκες από πρώτη µέχρι τέταρτη τάξη που δίνονται
στον πίνακα 4.

Οι συνθήκες που ϑα πρέπει να ικανοποιούνται είναι :

b̂1 + b̂2 = 1

b̂2c2 =
1

6

b̂2c
2
2 =

1

12

Αν επιλέξουµε όπου c2 = 1
2
τότε :

â21 =
c22
2

=
1

8

b̂2c2 =
1

6
→ b̂2

1

2
=

1

6
→ b̂2 =

1

3

b̂1 + b̂2 =
1

2
→ b̂1 +

1

3
=

1

2
→ b̂1 =

1

6

Ο πίνακας για τη µέθοδο αυτή των δύο σταδίων τέταρτης τάξης είναι :

0
1
2

1
8
1
6

1
3

Η µέθοδος που προκύπτει είναι :

Y = yn +
h

2
f(yn) +

h2

8
g(yn)

yn+1 = yn + hf(yn) +
h2

6
g(yn) +

h2

3
g(Y )

Παρατηρούµε πως η µέθοδος αυτή χρειάζεται έναν υπολογισµό της f και δύο
υπολογισµούς της g, ενώ η άµεση µέθοδος τεσσάρων σταδίων Runge Kutta τέταρτης
τάξης απαιτεί τέσσερις υπολογισµούς της f . Η συνάρτηση ευστάθειας για τις δύο
αυτές µεθόδους είναι η ίδια.

4.3 TDRK µέθοδοι τριών σταδίων

Στις άµεσες µεθόδους τριών σταδίων ο πίνακας Butcher που προκύπτει µετά και
τη χρήση της απλοποιητικής παραδοχής είναι :
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c2
c22
2

c3
c23
2
− â32 â32
b̂1 b̂2 b̂3

Με τη χρήση της απλοποιητικής παραδοχής έµειναν έξι άγνωστοι να υπολογι-
στούν στη µέθοδο. Με έξι αγνώστους µπορούν να ικανοποιηθούν οι συνθήκες για
πέµπτη τάξη. Θα προκύψει ένα σύστηµα µε πέντε εξισώσεις και µία παράµετρο :

b̂1 =
10c23 − 8c3 + 1

12c3(5c3 − 3)

b̂2 =
25(2c3 − 1)3

12(5c3 − 3)(10c23 − 10c3 + 3)

b̂3 =
1

12c3(10c23 − 10c3 + 3)

â32 =
c3(2c3 − 1)(10c23 − 10c3 + 3)

2(5c3 − 3)

c2 =
5c3 − 3

5(2c3 − 1)

Η µέθοδος αυτή απαιτεί έναν υπολογισµό της συνάρτησης f και τρεις υπολο-
γισµούς της g σε κάθε στάδιο. Η µέθοδος TDRK τριών σταδίων πέµπτης τάξης
µπορεί να συγκριθεί µε την άµεση µέθοδο Runge-Kutta έξι σταδίων που απαιτεί
έξι υπολογισµούς της f .

Κάποιες µέθοδοι που προκύπτουν είναι :
Για c3 = 1:

0

2
5

2
25

1 −1
4

3
4

1
8

25
72

1
36

Για c3 = 3
4
:
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0

3
10

9
200

3
4

0 9
32

5
54

25
81

8
81

Για c3 = 4
5
:

0

1
3

1
18

4
5

−2
125

42
125

5
48

9
28

25
336

Για c3 = 2
3
:

0

1
5

1
50

2
3

−1
27

7
27

1
24

25
84

9
56

Για c3 = 5+
√
5

10
:

0

5−
√
5

10
3−
√
5

20

5+
√
5

10
0 3+

√
5

20

1
12

5+
√
5

24
5−
√
5

24

4.4 TDRK µέθοδοι τεσσάρων σταδίων

Στις άµεσες µεθόδους τεσσάρων σταδίων ο πίνακας Butcher που προκύπτει µετά
και τη χρήση της απλοποιητικής παραδοχής είναι :
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0

c2
c22
2

c3
c23
2
− â32 â32

c4
c24
2
− â42 − â43 â42 â43

b̂1 b̂2 b̂3 b̂4

Με τη χρήση της απλοποιητικής παραδοχής έµειναν οκτώ άγνωστοι να υπολο-
γιστούν στη µέθοδο. Μπορούν να ικανοποιηθούν οι συνθήκες για έκτη τάξη. Στη
συνέχεια δίνονται ορισµένες µέθοδοι έκτης τάξης µε τέσσερα στάδια.

Για c4 = 2
3
προκύπτει η µέθοδος :

0

1
3

1
18

1
2

1
8

2
3

1
9

1
9

11
120

9
20

−4
15

9
40

Για c4 = 1 προκύπτει η µέθοδος :

0

1
4

1
32

2
3

−2
81

20
81

1 5
4

−6
5

9
20

3
40

64
225

27
200

1
180

Για c4 = 5+
√
5

10
προκύπτει η µέθοδος :

0

1
3

1
18

5−
√
5

10
5−
√
5

100
5−2
√
5

50

5+
√
5

10
5+
√
5

100
5+2
√
5

50
0

1
12

0 5+
√
5

24
5−
√
5

24
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4.5 TDRK µέθοδοι πέντε σταδίων

Στις άµεσες µεθόδους πέντε σταδίων υπάρχουν δεκατρείς συνθήκες που πρέπει
να ικανοποιούνται και µπορούν να προκύψουν συνθήκες έως και έβδοµης τάξης.
Παρακάτω δίνονται µία µέθοδος έβδοµης τάξης µε πέντε στάδια :

Πρώτη µέθοδος :

0

2
7

2
49

2
5

2
25

4
7

4
49

4
49

1 −159
832

1715
832

−1875
832

735
832

71
960

2401
4800

−625
1728

2401
8640

13
1350

∆εύτερη µέθοδος :

0

2
7

2
49

3∓
√
2

7
3∓
√
2

84
45∓29

√
2

588

3±
√
2

7
3±
√
2

84
45±29

√
2

588

1 −1
4

−35
12

11±6
√
2

6
11∓6

√
2

6

1
15

0 51±10
√
2

240
51∓10

√
2

240
1

120

Τρίτη µέθοδος :
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0

2
5

2
25

3−
√
2

7
79

1372
− 107

√
2

4116
75

1372
− 145

√
2

4116

3+
√
2

7
683

28812
+ 181

√
2

28812
1515
67228

+ 185
√
2

201684
3328
50421

+ 908
√
2

16807

1 −5
12

+
√
2
3

−45
28

+ 5
√
2

7
29
42
−
√
2

21
11
6
−
√

2

1
15

0 17
80

+
√
2

24
17
80
−
√
2

24
1

120

75
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Κεφάλαιο 5

Αριθµητικά αποτελέσµατα µεθόδων

5.1 Jacobi Elliptic functions

Οι συναρτήσεις Jacobi elliptic ικανοποιούν µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις
που συναντώνται συχνά στη µηχανική σωµατιδίων.

Η έλλειψη είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων P του επιπέδου των οποίων
το άθροισµα των αποστάσεων από δύο σταθερά σηµεία E1 και E2 είναι σταθερό.
Τα σηµεία E1 και E2 ονοµάζονται εστίες της έλλειψης. Το σταθερό άθροισµα των
αποστάσεων κάθε σηµείου από τις εστίες ϑα το συµβολίσουµε µε 2a και την από-
σταση των εστιών 2c.

Θα πρέπει να καθοριστεί η απόσταση 2c µεταξύ των δύο εστιών. Μετακινούµε
το σηµείο P , όταν το P είναι στον άξονα x προς τα δεξιά τότε : r1 = a+c, r2 = a−c.
Σε αυτή την περίπτωση το άθροισµα είναι r1+r2 = a+c+a−c = 2a. Μετακινώντας
το σηµείο P στον άξονα y παρατηρούµε πως r1 = r2 = a και τότε a2 = b2 + c2.

Η εκκεντρότητα είναι µία παράµετρος που καθορίζει τη µορφή που ϑα έχει η
έλλειψη και είναι ο λόγος k = c

a
.

Η εξίσωση της έλλειψης είναι :

(
x

a
)2 + (

y

b
)2 = 1 (5.1)

Αν ορίσουµε b = 1 τότε η εξίσωση της έλλειψης ϑα έχει τη µορφή:

(
x

a
)2 + y2 = 1 (5.2)

Σε αυτή την περίπτωση η εκκεντρότητα είναι : k =
√
a2−1
a

.
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Επειδή η ακτίνα δεν είναι σταθερή η εξίσωση του µοναδιαίου κύκλου ϑα είναι
x2 + y2 = 1. Αντικαθιστώντας στην περίπτωση της έλλειψης

x2

a2
+ y2 = 1

x2 + y2 = r2

Υπάρχουν 3 ϐασικές συναρτήσεις που συµβολίζονται µε sn, cn, dn και είναι
αντίστοιχες των ηµίτονο και συνηµίτονο της κυκλικής υπόθεσης. Οι τιµές των συ-
ναρτήσεων αυτών καθορίζονται από τους λόγους :

sn = y

cn =
x

a

dn =
r

a

Σύµφωνα µε τα παραπάνω η εξίσωση ( ;; ) γίνεται :

cn2 + sn2 = 1

5.2 Rigid Body

΄Ενα άκαµπτο σώµα είναι ένα συµπαγές σώµα στο οποίο η παραµόρφοση είτε είναι
µηδενική είτε είναι ελάχιστη ώστε να µπορεί να αγνοηθεί. Σε ένα άκαµπτο σώµα η
απόσταση δύο σηµείων παραµένει σταθερή στο χρόνο ανεξάρτητα από τις έξωτερι-
κές δυνάµεις που ασκούνται σε αυτό.

Η ϑέση ενός άκαµπτου σώµατος µπορεί να ϑεωρηθεί η ϑέση όλων των σωµατι-
δίων από τα οποία αποτελείται. Επειδή το σώµα είναι άκαµπτο όλα τα σωµατίδια
που το αποτελούν διατηρούν ίση απόσταση µεταξύ τους.

Αυτό σηµαίνει πως για να περιγραφεί η ϑέση του αρκεί να περιγραφεί η ϑέση
τουλάχιστον τριών µη γραµµικών σωµατιδίων. ΄Ετσι, µπορεί να ϐρεθεί η ϑέση των
άλλων σωµατιδίων µε την προυπόθεση ότι είναι γνωστή και χρονικά αναλλοίωτη η
ϑέση τους σε σχέση µε τα τρία αυτά σωµατίδια.

Οι εξισώσεις που περιγράφουν την κίνηση ενός στερεού σώµατος χωρίς δυνάµεις
είναι :

q′ = f(q) = ((a− b)q2q3, (1− a)q3q1, (b− 1)q1q2)
T

µε αρχικές τιµές q(0) = (0, 1, 1)T και τιµές παραµέτρων a = 1 + 1√
1.51

και
b = 1− 0.51√

1.51
.
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Η ακριβής λύση αυτού του συστήµατος δίνεται από:

q(t) = (
√

1.51sn(t, 0.51), cn(t, 0.51), dn(t, 0.51))T

όπου είναι περιοδική µε περίοδο T = 7.45056320933095 και τα sn, cn, dn αντι-
προσωπεύουν τα στοιχεία της ελλειπτικής συνάρτησης Jacobi .

Επιπλέον ισχύει ότι G1(q) = q21 + q22 + q23 και G2(q) = q21 + bq22 + aq23
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ
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Παραγώγιση συνάρτησης µε δύο µεταβλητές :

΄Εστω µία συνάρτηση f(u, v) µε (u(x, y) και v(x, y), τότε µπορούµε να ϐρούµε
τις µερικές παραγώγους της συνάρτησης f ως προς x και y χρησιµοποιώντας τον
κανόνα της αλυσίδας.

Παραγώγιση ως προς x: ∂f
∂x

= ∂f
∂u
· ∂u
∂x

+ ∂f
∂v
· ∂v
∂x

Παραγώγιση ως προς y: ∂f
∂y

= ∂f
∂u
· ∂u
∂y

+ ∂f
∂v
· ∂v
∂y

Στην ειδική περίπτωση όπου η συνάρτηση έχει τη µορφή f(x, y(x)) τότε :

∂f

∂x
=
∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

=
∂f

∂u
· ∂x
∂x

+
∂f

∂v
· ∂y
∂x

= fx + fy · y′(x)

Επειδή y′(x) = f(x, y) παίρνουµε:

∂f

∂x
= fx + fy · f

Η παραπάνω είναι η ολική παράγωγος της f ως προς x.

Το ανάπτυγµα Taylor για δύο µεταβλητές είναι :

f(x, y) = f(x0, y0) + ((x− x0) ·
∂f(x0, y0)

∂x
+ (y − y0) ·

∂f(x0, y0)

∂x
)+

(
(x− x0)2

2!
·∂

2f(x0, y0)

∂x2
+2·(x− x0) · (y − y0)

2!
·∂

2f(x0, y0)

∂x∂y
+

(y − y0)2

2!
·∂

2f(x0, y0)

∂y2
)+· · ·

Για x = x0 + k ⇒ k = x − x0 και y = y0 + l ⇒ l = y − y0 µετά από πράξεις
καταλήγουµε στο εξής :

f(x0 + k, y0 + l) = f + (kfx + lfy) +
2

4
(k2fxx + klfxy + l2fyy) + · · ·
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