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1 Συµβολισµοί

Θεωρούµε ότι όλες οι συναρτήσεις που εµφανίζονται παρακάτω λαµβάνουν
πραγµατικές τιµές.

2 Η εξίσωση µεταφοράς µε σταθερούς συντελεστές

2.1 Το οµογενες προβληµα αρχικων τιµων

Θεωρούµε την οµογενή εξίσωση µεταφοράς µε σταθερούς συντελεστές

ut + bux = 0, (x, t) ∈ R× (0,∞), (1)

όπου b ∈ R είναι µια σταθερή και u = u(x, t) ∈ C1(R×(0,∞)) είναι η άγνωστη
συνάρτηση. Επειδή ∇u = (ux, ut), η εξίσωση (1) έρχεται στη µορφή

(b, 1) · ∇u = 0, (x, t) ∈ R× (0,∞),

που σηµαίνει ότι στην κατεύθυνση του διανύσµατος (b, 1), η παράγωγος της u
είναι µηδέν, δηλαδή ότι στην κατεύθυνση του διανύσµατος (b, 1), η u παραµένει
σταθερή. Στη µαθηµατική γλώσσα

∀ (x, t) ∈ R× (0,∞), u(x+ sb, t+ s) = u(x, t) ∀ s > −t. (2)

Παρατηρούµε ότι αν επιπλέον u ∈ C(R × [0,∞)), τότε παίρνοντας το όριο
s → −t+ προκύπτει

u(x, t) = u(x− tb, 0) ∀ (x, t) ∈ R× [0,∞).

Εποµένως, αν g ∈ C1(R) τότε

(i) η u(x, t) := g(x− tb) είναι µια C1(R× (0,∞)) λύση της εξ. (1),

(ii) η u(x, t) = g(x− tb) είναι µια C1(R× [0,∞)) λύση του π.α.τ.

{ ut + bux = 0 στο R× (0,∞)

u(x, 0) = g(x) στο R.
(3)

(iii) Αν u ∈ C1(R × (0,∞)) ∩ C(R × [0,∞)) είναι λύση του π.α.τ. (3), τότε
u(x, t) = g(x− tb).
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2.2 Το µη οµογενες προβληµα

΄Εστω f ∈ C(R× (0,∞)) και g ∈ C1(R). Θεωρούµε το µη οµογενές πρόβληµα
αρχικών τιµών για την εξίσωση µεταφοράς µε σταθερούς συντελεστές{ ut + bux = f στο R× (0,∞)

u(x, 0) = g(x) στο R.
(4)

Στην προηγούµενη παράγραφο (ϐλ. (2) ) εξηγήσαµε ότι αν u είναι λύση της (1),
τότε για τη συνάρτηση µε τύπο z(s) := u(x+ sb, t+ s), s > −t, ισχύει

z′(s) = 0 ∀ s > −t.

Αυτό ϕαίνεται και µε απ΄ ευθείας υπολογισµό. Πράγµατι, από τον κανόνα της
αλυσίδας παίρνουµε

z′(s) = ux(x+ sb, t+ s)
∂(x+ sb)

∂s
+ ut(x+ sb, t+ s)

∂(t+ s)

∂t
= bux(x+ sb, t+ s) + ut(x+ sb, t+ s)

= 0.

Απ΄ αυτό ϕαίνεται ότι αν u ∈ C1(R× (0,∞)) λύνει την πρώτη εξίσωση του π.α.τ.
(4), τότε πρέπει

z′(s) = f(x+ sb, t+ s) ∀ s > −t.

Αν επιπλέον f ∈ C(R× [0,∞)) και η u ∈ C1(R× (0,∞))∩C(R× [0,∞)) είναι
λύση του π.α.τ., τότε ολοκληρώνουµε στο [−t, 0] για να πάρουµε

z(0)− z(−t) =

∫ 0

−t

f(x+ sb, t+ s) ds ⇒

u(x, t) = u(x− tb, 0) +

∫ t

0

f(x+ (r − t)b, r) dr. (5)

΄Αρα η λύση του π.α.τ. (4) δίνεται τελικά από τον τύπο

u(x, t) = g(x− tb) +

∫ t

0

f
(
x+ (r − t)b, r

)
dr, (x, t) ∈ R× [0,∞).

2.3 Περισσοτερες χωρικες διαστασεις

΄Εστω n ∈ N και g ∈ C1(Rn), f ∈ C(Rn×[0,∞)). Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο της
προηγούµενης παραγράφου, δείχνουµε ότι αν u ∈ C1(Rn × (0,∞)) ∩ C(Rn ×
[0,∞)) είναι λύση του π.α.τ.{ ut + b⃗ · ∇x⃗u = 0 στο Rn × (0,∞)

u(x⃗, 0) = g(x⃗) στο Rn,
(6)

2



τότε u(x⃗, t) = g(x⃗− t⃗b). Αντιστοίχως, η συνάρτηση

u(x⃗, t) = g(x⃗− t⃗b) +

∫ t

0

f
(
x⃗+ (r − t)⃗b, r)

)
dr, (x⃗, t) ∈ Rn × [0,∞),

είναι µια u ∈ C1(Rn × (0,∞)) ∩ C(Rn × [0,∞)) λύση του π.α.τ.{ ut + b⃗ · ∇x⃗u = f στο Rn × (0,∞)

u(x⃗, 0) = g(x⃗) στο Rn.

2.4 Εφαρµογη: Κυµατικη εξισωση στη µια χωρικη διασταση

Είναι εύκολο να δούµε ότι αν u ∈ C2(R × (0,∞)) είναι λύση της κυµατικής

εξίσωσης

utt − uxx = 0 στο R× (0,∞), (7)

τότε η συνάρτηση v = v(x, t) ∈ C1(R× (0,∞)) µε τύπο v = ut−ux, ικανοποιεί
την εξίσωση

vt + vx = 0 στο R× (0,∞).

Αν u ∈ C2(R × [0,∞)), τότε v ∈ C1(R × [0,∞)) και από την §1.1 παίρνουµε
v(x, t) = v(x− t, 0) για κάθε (x, t) ∈ R× [0,∞). ∆ηλαδή,

ut(x, t)− ux(x, t) = ut(x− t, 0)− ux(x− t, 0).

Θεωρώντας τώρα ως f(x, t) το δεξί µέλος της τελευταίας εξίσωσης, από την (5)
παίρνουµε αµέσως ότι

u(x, t) = u(x+ t, 0) +

∫ t

0

ut(x+ t− 2r, 0) dr −
∫ t

0

ux(x+ t− 2r, 0) dr

= u(x+ t, 0) +
1

2

∫ x+t

x−t

ut(y, 0) dy +
1

2

(
u(x− t, 0)− u(x+ t, 0)

)
.

Εποµένως,

u(x, t) =
1

2

(
u(x+ t, 0) + u(x− t, 0)

)
+

1

2

∫ x+t

x−t

ut(y, 0) dy.

Με άλλα λόγια, αν g ∈ C2(R) και h ∈ C1(R), τότε η συνάρτηση µε τύπο

u(x, t) =
1

2

(
g(x+ t) + g(x− t)

)
+

1

2

∫ x+t

x−t

h(y) dy, (x, t) ∈ R× [0,∞), (8)

είναι µια C2(R× [0,∞)) λύση του π.α.τ.{ utt − uxx = 0 στο R× (0,∞)

ut(x, 0) = h(x), u(x, 0) = g(x) στο R.
Η λύση (8) ονοµάζεται λύση d’ Alembert. Παρατηρήστε ότι δεν µπορούµε να
χρησιµοποιήσουµε το ίδιο επιχείρηµα για να λύσουµε την κυµατική εξίσωση σε
παραπάνω χωρικές διαστάσεις : αν u = u(x, y, t) είναι λύση της utt−uxx−uyy =
0, τότε η v = ut − ux − uy δεν είναι κατ΄ ανάγκη λύση της vt + vx + vy = 0.
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2.5 Το π.α./σ.τ. για την κυµατικη εξισωση στη µια χωρικη διασταση

Αν H είναι µια αρχική της h ∈ C1(R), από την λύση (8) παίρνουµε αµέσως ότι

u(x, t) =
1

2

(
g(x+ t) +H(x+ t) + g(x− t)−H(x− t)

)
, (x, t) ∈ R× [0,∞).

Αυτό µας λέει ότι η λύση d’Alembert είναι της µορφής

u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t), (9)

για κατάλληλες F,G ∈ C2(R). Θα χρησιµοποιήσουµε αυτή την παρατήρηση
για να λύσουµε το ακόλουθο πρόβληµα αρχικών/συνοριακών τιµών (π.α./σ.τ.)

{ utt − uxx = 0 στο (0,∞)× (0,∞)

ut(x, 0) = h(x), u(x, 0) = g(x) στο (0,∞)

u(0, t) = 0 στο (0,∞).

(10)

Αν µια u της µορφής (9) ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες, τότε πρέπει{
F ′(x)−G′(x) = h(x) στο (0,∞)

F (x) +G(x) = g(x) στο (0,∞)
⇒

{
F (x)−G(x) =

∫ x

0
h(s) ds στο [0,∞)

F (x) +G(x) = g(x) στο [0,∞)
⇒

{
F (x) = 1

2
g(x) + 1

2

∫ x

0
h(s) ds, x ∈ [0,∞)

G(x) = 1
2
g(x)− 1

2

∫ x

0
h(s) ds, x ∈ [0,∞).

Εποµένως, όταν x ≥ t ≥ 0, τότε u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t) µε F,G ως άνω.
Για να ορίσουµε την u όταν 0 ≤ x < t, ϑα χρησιµοποιήσουµε την συνοριακή
συνθήκη, δηλαδή ότι

F (t) +G(−t) = 0, t ∈ (0,∞).

Η συνθήκη µας λέει να αντικαταστήσουµε την G(x − t) µε −F (t − x) στην
περίπτωση αυτή. Εποµένως η λύση του π.α./σ.τ. είναι

u(x, t) =
1

2

{
g(x+ t) + g(x− t) +

∫ x+t

x−t
h(s) ds αν x ≥ t ≥ 0,

g(t+ x)− g(t− x) +
∫ t+x

t−x
h(s) ds αν 0 ≤ x < t.

Η υποθέσεις ότι g ∈ C2(R) και h ∈ C1(R), δεν είναι αρκετές για να µας
εγγυηθούν ότι η λύση που ϐρήκαµε είναι C2

(
(0,∞)×(0,∞)

)
. Αν όµως g′′(0) =

0 τότε η παραπάνω λύση είναι C2
(
(0,∞)× (0,∞)

)
(γιατί;).
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3 Εξισώσεις πρώτης τάξης

3.1 Η µεθοδος των χαρακτηριστικων

΄Εστω U ⊆ Rn είναι ανοικτό και µια συνάρτηση F : Rn ×R×U → R, συνεχώς
διαφορίσιµη ως προς κάθε µεταβλητή. Γράφουµε

F = F (p⃗, z, x⃗) = F (p1, ..., pn, z, x1, ..., xn),

όπου p⃗ = (p1, ..., pn) ∈ Rn, z ∈ R και x⃗ = (x1, ..., xn) ∈ U . Γράφουµε επίσης
∇p⃗F = (Fp1 , ..., Fpn)

∇zF = Fz

∇x⃗F = (Fx1 , ..., Fxn).

Αποδεικνύουµε στο µάθηµα το εξής

Θεώρηµα 3.1. ΄Εστω u = u(x⃗) ∈ C2(U) είναι λύση του

F (∇u, u, x⃗) = 0 στο U.

Υποθέτουµε ότι η x⃗(s) = (x1(s), ..., xn(s)), s ∈ I ⊆ R, λύνει το ακόλουθο

σύστηµα σ.δ.ε. (σύστηµα χαρακτηριστικών καµπυλών)

d

ds

(
x⃗(s)

)
= ∇p⃗F

(
p⃗(s), z(s), x⃗(s)

)
για κάθε s ∈ I µε x⃗(s) ∈ U, (11)

όπου p⃗(s) = ∇u
(
x⃗(s)

)
και z(s) = u

(
x⃗(s)

)
. Τότε για όλα αυτα τα s, έχουµε ότι η

p⃗(s) λύνει το σύστηµα σ.δ.ε.

d

ds

(
p⃗(s)

)
= −∇x⃗F

(
p⃗(s), z(s), x⃗(s)

)
−∇zF

(
p⃗(s), z(s), x⃗(s)

)
p⃗(s), (12)

και η z(s) λύνει τη σ.δ.ε.

d

ds

(
z(s)

)
= ∇p⃗F

(
p⃗(s), z(s), x⃗(s)

)
· p⃗(s). (13)

3.2 Παραδειγµατα

Παράδειγµα 3.2. Να ϐρείτε τη λύση του π.α.τ.{ ux1 + ux2 = 3u+ x2 στο R× (0,∞)

u(x1, 0) = x2
1 στο R.

Λύση. Είναι F (p1, p2, z, x1, x2) = p1+p2−3z−x2. Υπολογίζουµε : ∇p⃗F = (1, 1),
εποµένως το σύστηµα (11) είναι το{ x′

1(s) = 1

x′
2(s) = 1,
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από το οποίο παίρνουµε1

x1(s) = s+ α

x2(s) = s

}
, α ∈ R, s ∈ [0,∞). (14)

Η εξίσωση (13) είναι η z′(s) = (1, 1) · (p1(s), p2(s)) = p1(s) + p2(s). ΄Οµως
F (p1(s), p2(s), z(s), x1(s), x2(s)) = 0 ⇒ p1(s) + p2(s) = 3z(s) + x2(s), και η
(13) γίνεται

z′(s) = 3z(s) + s,

η οποία έχει λύση

z(s) =
(
z(0) +

1

9

)
e3s − 1

3

(
s+

1

3

)
.

Αλλά, z(0) = u(x1(0), x2(0)) = u(α, 0) = α2, από τη συνθήκη του π.α.τ., άρα,

u(x1(s), x2(s)) =
(
α2 +

1

9

)
e3s − 1

3

(
s+

1

3

)
, s ∈ [0,∞), α ∈ R.

Από την (14) έχουµε s = x2 και α = x1 − x2, εποµένως η λύση δίνεται από τον
τύπο

u(x1, x2) =
(
(x1 − x2)

2 +
1

9

)
e3x2 − 1

3

(
x2 +

1

3

)
, (x1, x2) ∈ R× [0,∞).

Παρατηρούµε ότι το σύστηµα (12) δεν χρειάστηκε για να λύσουµε το π.α.τ.. 2

Παράδειγµα 3.3. Να ϐρείτε τη λύση του π.α.τ.{ (1 + x2
1)ux1 +

2x1x2

1+x2
1
ux2 = 2x1u στο R× (0,∞)

u(0, x2) = ln(x2) στο (0,∞).

Λύση. Είναι F (p1, p2, z, x1, x2) = (1 + x2
1)p1 +

2x1x2

1+x2
1
p2 − 2x1z. Υπολογίζουµε :

∇p⃗F = (1 + x2
1,

2x1x2

1+x2
1
), εποµένως το σύστηµα (11) είναι το

{ x′
1(s) = 1 + x2

1(s)

x′
2(s) =

2x1(s)x2(s)

1+x2
1(s)

,

από το οποίο παίρνουµε (Ϲητώντας x1 = 0 όταν η τιµή της παραµέτρου s είναι
0)

x1(s) = tan s

x2(s) = αe−
1
2
cos(2s)

}
, α ∈ (0,∞), s ∈ (−π/2, π/2). (15)

1Παρατηρήστε ότι δεν πήραµε x2(s) = s+β µε s ∈ [−β,∞) για κάποιο β ∈ R. ΄Ενας λόγος
είναι ότι η αποπαραµετρικοποίηση των δυο εξισώσεων δίνει τις χαρακτηριστικές καµπύλες να
είναι οι ευθείες x1 = x2 + α − β, δηλαδή x1 = x2 + γ, γ ∈ R. Εποµένως δε χρειάζεται
να εισάγουµε δύο αυθαίρετες σταθερές στη λύση του συστήµατος. Στην ουσία όµως, στην
(14) έχουµε κάνει επιλογή της αυθαίρετης σταθερής β, ώστε x2(0) = 0. Αυτό δεσµέυει την
παράµετρο s να ανήκει στο διάστηµα [0,∞). Για παράδειγµα, ϑα µπορούσαµε να είχαµε κανει
την επιλογή β = 1, δηλ. x2(s) = s+ 1, µε s να ανήκει στο διάστηµα [−1,∞).
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Η εξίσωση (13) είναι η z′(s) =
(
1 + x2

1(s),
2x1(s)x2(s)

1+x2
1(s)

)
·
(
p1(s), p2(s)

)
. Ακριβώς

όπως στο προηγούµενο παράδειγµα, δηλαδή χρησιµοποιώντας ότι F (p1(s), p2(s),
z(s), x1(s), x2(s)) = 0, η (13) γίνεται

z′(s) = 2 tan s z(s),

η οποία έχει λύση

z(s) =
z(0)

cos2 s
.

Αλλά, z(0) = u(x1(0), x2(0)) = u(0, αe−
1
2 ) = ln(αe−

1
2 ), από τη συνθήκη του

π.α.τ., άρα,

u(x1(s), x2(s)) =
ln(αe−

1
2 )

cos2 s
, s ∈ (−π/2, π/2), α > 0.

Από την (15) έχουµε s = arctanx1 και α = x2e
1
2
cos(2 arctanx1), εποµένως η λύση

δίνεται από τον τύπο2

u(x1, x2) =
lnx2 +

1
2

(
cos(2 arctan x1)− 1

)
cos2(arctanx1)

= (1 + x2
1) lnx2 − x2

1, (x1, x2) ∈ R× (0,∞).

Παρατηρούµε ότι και σε αυτό το παράδειγµα, το σύστηµα (12) δεν χρειάστηκε
για να λύσουµε το π.α.τ.. 2

Παράδειγµα 3.4. Να ϐρείτε τη λύση του π.α.τ.

uux1 + ux2 = 1 στο U := {(x1, x2) ∈ R2 | x1 > x2 > 2},
u(x1, x1) = x1/2 στο Γ := {(x1, x2) ∈ R2 | x1 = x2 > 2} ⊂ ∂U.

Λύση. Είναι F (p1, p2, z, x1, x2) = zp1 + p2 − 1. Υπολογίζουµε : ∇p⃗F = (z, 1),
εποµένως το σύστηµα (11) είναι το{ x′

1(s) = z(s)

x′
2(s) = 1,

από το οποίο παίρνουµε (Ϲητώντας x1 = x2 όταν η τιµή της παραµέτρου s είναι
0)

x1(s) =
∫ s

0
z(t) dt+ α

x2(s) = s+ α

}
, α ∈ R, s ∈ R. (16)

Η εξίσωση (13) είναι η z′(s) =
(
z(s), 1

)
·
(
p1(s), p2(s)

)
και χρησιµοποιώντας ότι

F (p1(s), p2(s), z(s), x1(s), x2(s)) = 0, η (13) γίνεται

z′(s) = 1,

2sin(arctan t) = t√
1+t2
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η οποία έχει λύση

z(s) = s+ z(0).

Αλλά, z(0) = u(x1(0), x2(0)) = u(α, α) = 1
2
α, από τη συνθήκη του π.α.τ., άρα,

z(s) = s+
1

2
α. (17)

Αντικαθιστούµε στην (16) και έχουµε

x1(s) =
1
2
s2 + 1

2
sα + α

x2(s) = s+ α

}
, α ∈ R, s ∈ R,

από την οποία παίρνουµε

s = 2x1−x2

x2−2

α =
x2
2−2x1

x2−2

}
.

Αντικαθιστούµε στην (17) και έχουµε

u(x1, x2) =
x1 − x2

x2 − 2
+

1

2
x2, x1 ∈ R, x2 ̸= 2.

Παρατηρούµε ότι η λύση δεν ορίζεται σε όλο το R2. Επίσης η λύση είναι απο-
δεκτή στο χωρίο U µε τη συνθήκη στο Γ ⊂ U , όπως ορίζονται στην εκφώνηση.
Επίσης, το σύστηµα (12) δεν χρησιµοποιήθηκε ούτε εδώ. 2

Παράδειγµα 3.5. Να ϐρείτε τη λύση του π.α.τ.

ux1ux2 = u στο U := {(x1, x2) ∈ (0,∞)× R},
u(0, x2) = x2

2 στο R.

Λύση. Είναι F (p1, p2, z, x1, x2) = p1p2 − z. Υπολογίζουµε : ∇p⃗F = (p2, p1),
εποµένως το σύστηµα (11) είναι το{ x′

1(s) = p2(s)

x′
2(s) = p1(s).

Για να προχωρήσουµε στην εύρεση της χαρακτηριστικής καµπύλης, ϑα χρησι-
µοποιήσουµε και το σύστηµα (12). Υπολογίζουµε : ∇x⃗F = (0, 0), ∇zF = −1,
εποµένως το σύστηµα (12) είναι το{ p′1(s) = p1(s)

p′2(s) = p2(s).

΄Αρα p1(s) = aes, p2(s) = bes, και το σύστηµα (11) γράφεται εκ νέου{ x′
1(s) = bes

x′
2(s) = aes,
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από το οποίο παίρνουµε (Ϲητώντας x1 = 0 όταν η τιµή της παραµέτρου s είναι
0)

x1(s) = b(es − 1)

x2(s) = aes + c

}
, b ∈ (0,∞), a, c ∈ R, s ∈ (0,∞).

Η εξίσωση (13) είναι η z′(s) =
(
p2(s), p1(s)

)
·
(
p1(s), p2(s)

)
και χρησιµοποιώντας

ότι F (p1(s), p2(s), z(s), x1(s), x2(s)) = 0, η (13) γίνεται

z′(s) = 2z(s),

η οποία έχει λύση

z(s) = z(0)e2s.

Αλλά, z(0) = u(x1(0), x2(0)) = u(0, a + c) = (a + c)2, από τη συνθήκη του
π.α.τ., άρα,

z(s) = (a+ c)2e2s. (18)

Από την µ.δ.ε. του π.α.τ. έχουµε p1(0)p2(0) = z(0), άρα ab = (a+c)2. Επίσης,
από τη συνοριακή συνθήκη του π.α.τ. µε παραγώγιση ως προς x2, παίρνουµε
τη συνθήκη p2(0) = 2x2(0), που δίνει b = 2(a+c). Εποµένως b = 4a και c = a,
δηλαδή

x1(s) = b(es − 1)

x2(s) =
b
4
(es + 1)

}
, b ∈ (0,∞), s ∈ (0,∞).

άρα,

es = 4x2+x1

4x2−x1

b = 4x2−x1

2

}
.

Τέλος, απο την (18) έχουµε z(s) = b2

4
e2s, και αντικαθιστώντας τις τιµές των es, b

ϐρίσκουµε

u(x1, x2) =
(
x2 +

1

4
x1

)2

, (x1, x2) ∈ R2.

Παρατηρούµε ότι η λύση ορίζεται σε όλο το R2, άρα και στο U . 2

3.3 Ασκησεις

1) Χρησιµοποιήστε τη µέθοδο των χαρακτηριστικών για να λύσετε τα (4) και (6).

2) Να λυθούν µε την παραπάνω µέθοδο των χαρακτηριστικών τα προβλήµατα
(υποθέτουµε κάθε ϕορά ότι η συνάρτηση g είναι C1 στο πεδίο ορισµού της):

(i)
{ x1ux1 + x2ux2 = 2u στο R× (1,∞),

u(x1, 1) = g(x1) στο R.
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(ii)
{ x1ux1 + 2x2ux2 + ux3 = 3u στο R× R× (0,∞),

u(x1, x2, 0) = g(x1, x2) στο R× R.

(iii)
{ x2ux1 + x1ux2 = x1x2,

u(x1, 0) = x2
1.

(iv)
{ u2

x1
+ u2

x2
= 1,

u(x1, 1) =
√

x2
1 + 1.

(v)
{ u2

x1
− uux2 = 0,

u(x1, 1− x1) = 1.

(vi)
{ x1x2ux1 + (x2

1 + x2
2)ux2 = x2u,

u(x1, 0) = sin x1.
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