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ΘΕΜΑ 1 [1/10]

΄Εστω f : [a, b] → R µονότονη. ∆είξτε ότι η f είναιRiemann ολοκληρώσιµη.

Λύση: ΄Ασκηση 7.3 στις σελίδες 110-111.

ΘΕΜΑ 2 [2/10]

(i) ΄Εστω f, g : [a, b] → RRiemann ολοκληρώσιµες. ∆είξτε ότι∫ b

a

|fg| ≤
(∫ b

a

f 2

)1/2(∫ b

a

g2
)1/2

.

(ii) ∆είξτε ότι αν η f : [0, 1] → R είναι παραγωγίσιµη µε συνεχή παράγωγο και f(0) = 0, τότε∫ 1

0

f 2 ≤
∫ 1

0

(
f ′)2.

Λύση: (i) ΄Ασκηση 7.26 στη σελίδα 120.
(ii) ΄Ασκηση 7.27 στη σελίδα 120, αϕού παρατηρήσουµε πρώτα ότι∫ 1

0

f 2 ≤ sup
x∈[0,1]

f 2(x).

ΘΕΜΑ 3 [1/10]

Υπολογίστε τα

(i)

∫ π/4

0

(sinx)2024

(cosx)2026
dx,

(ii)

∫ e

1

(log x)2 dx.

Λύση: (i)Με την αλλαγή µεταβλητής tanx = y:∫ π/4

0

(sinx)2024

(cosx)2026
dx =

∫ π/4

0

(tanx)2024

(cosx)2
dx =

∫ 1

0

y2024 dy =
1

2025
.

(ii)Με παραγοντική ολοκλήρωση δυό ϕορές:∫ e

1

(x)′(log x)2 dx = −2

∫ e

1

log x dx+ [x(log x)2]x=e
x=1 = −2

∫ e

1

(x)′ log x dx+ e

= 2(e− 1)− 2[x log x]x=e
x=1 + e = e− 2.



ΘΕΜΑ 4 [1/10]

∆ίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R. Αν η f είναι περιττή, δηλ. f(−x) = −f(x) για κάθε x ∈ R,
δείξτε ότι ∫ a

−a

f = 0 ∀ a > 0. (∗)

Ισχύει το αντίστροϕο;∆ηλαδή αν ισχύει η (∗), είναι η f περιττή;

Λύση: Για κάθε a > 0 έχουµε∫ a

−a

f(x) dx =

∫ 0

−a

f(x) dx+

∫ a

0

f(x) dx. (∗∗)

Με την αλλαγή µεταβλητής y = −x στο πρώτο ολοκλήρωµα του δεξιού µέλους, παίρνουµε∫ a

−a

f(x) dx = −
∫ 0

a

f(−y) dy +

∫ a

0

f(x) dx =

∫ 0

a

f(y) dy +

∫ a

0

f(x) dx = 0.

Αν ισχύει η (∗) τότε η (∗∗) δίνει∫ 0

−a

f(x) dx = −
∫ a

0

f(x) dx ∀ a > 0 ⇒ −
∫ −a

0

f(x) dx = −
∫ a

0

f(x) dx ∀ a > 0,

και παίρνοντας την παράγωγο ως προς a (χρησιµοποιήστε το 2ο θεώρηµα της σελ. 107, δηλ. το 1ο θεµελι-
ώδες θεώρηµα τού Απειροστικού Λογισµού, καθώς επίσης και τον κανόνα της αλυσίδας), προκύπτει

f(−a) = −f(a) ∀ a > 0.

Αυτό όµως είναι το ίδιο µε f(−x) = −f(x) για κάθε x ∈ R, δηλαδή ότι η f είναι περιττή.

ΘΕΜΑ 5 [1/10]

΄Εστω I ένα ανοικτό διάστηµα του R και {fn : I → R}n∈N, f : I → R τέτοιες ώστε fn → f
οµοιόµορϕα στο I . Αν οι fn, n ∈ N, είναι συνεχείς στο x0 ∈ I , δείξτε ότι η f είναι συνεχής στο x0.

Λύση: Απόδειξη του πρώτου Θεωρήµατος στη σελίδα 126.

ΘΕΜΑ 6 [2,5/10]

(Α) ΄Εστω {fn : [a, b] → R}n∈N είναι Riemann ολοκληρώσιµες και f : [a, b] → R. ∆είξτε ότι αν
fn → f οµοιόµορϕα τότε η f είναι ολοκληρώσιµη και

lim
n→∞

∫ b

a

fn =

∫ b

a

f.

(Β) Έστω {fn : [0, 1] → R}n∈N µε

fn(x) =
ne−x + x2

x+ n
.

(i) Βρείτε το κατα σηµείο όριο f : [0, 1] → R της {fn}n∈N.
(ii) Συγκλίνει η {fn}n∈N οµοιόµορϕα στην f στο [0, 1];

(iii) Υπολογίστε το όριο της {
∫ 1

0
fn}n∈N.
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Λύση: (Α) Απόδειξη του δεύτερου Θεωρήµατος στη σελίδα 126.
(Β) (i) Επειδή για κάθε x ∈ [0, 1] έχουµε

lim
n→∞

ne−x + x2

x+ n
= lim

n→∞

e−x + x2

n
x
n
+ 1

=
e−x + 0

0 + 1
= e−x,

το κατα σηµείο όριο της {fn(x)}n∈N, x ∈ [0, 1], είναι η f(x) = e−x.
(ii) Επειδή για κάθε n ∈ N έχουµε

sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,1]

x|x− e−x|
x+ n

≤ 1

n
sup

x∈[0,1]
x|x− e−x| = 1

n
M,

η σύγκλιση είναι οµοιόµορϕη.
(iii)Λόγω του (Α) έχουµε limn→∞

∫ 1

0
fn =

∫ 1

0
f = −[e−x]x=1

x=0 = 1− 1/e.

ΘΕΜΑ 7 [2/10]

(i) Βρείτε την ακτίνα σύγκλισης των δυναµοσειρών

(a)
∞∑
n=0

(
2(n+ 1)

)n
n!

xn,

(b)
∞∑
n=1

x2n

4n
.

Επίσης να υπολογίσετε το άθροισµα στο (b).

(ii) Για τις διάϕορες τιµές του p ∈ [1,∞), εξετάστε την οµοιόµορϕη σύγκλιση της σειράς στο [0,∞)
και τη συνέχεια της f , όταν

f(x) =
∞∑
n=0

x

np + x2n
.

Λύση: (i) (a) Είναι an := (2(n+1))n

n!
̸= 0 για όλα τα n ∈ N, εποµένως η ακτίνα σύγκλισηςR δίνεται από

τον τύποR = limn→∞ | an
an+1

| (βλ. πρώτο θεώρηµα στη σελίδα 139). Αλλά,∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = (
2(n+ 1)

)n
n!

(n+ 1)!(
2(n+ 2)

)n+1 =
1

2

(n+ 1

n+ 2

)n+1

=
1

2

(1 + 1
n

1 + 2
n

)nn+ 1

n+ 2
.

Εποµένως,R = 1
2

e
e2
1 = 1/(2e).

(b) Από το παράγειγµα 3 στη σελίδα 139, η δυναµοσειρά
∑

yn έχει ακτίνα σύγκλισης 1. Για y = (x/2)2,
παίρνουµε ότι η δυναµοσειρά

∑
x2n

4n
έχει ακτίνα σύγκλισης 2. Επίσης,

∑∞
n=0 y

n = 1
1−y

για κάθε y ∈
(−1, 1). Αυτό δίνει

∑∞
n=1 y

n = y
1−y

για κάθε y ∈ (−1, 1). ΄Αρα, για y = (x/2)2, παίρνουµε
∑

x2n

4n
=

x2

4−x2 για κάθε x ∈ (−2, 2).
(ii) Για p = 1, η ακολουθία µερικών αθροισµάτων της σειράς είναι η sn(x) = x

1+x2

∑n
k=1

1
k
, η οποία συ-

γκλίνει µόνο για x = 0 (αρµονική σειρά). Για p > 1, η ακολουθία µερικών αθροισµάτων της σειράς είναι η
sn(x) = x

∑n
k=1

1
kp+x2k

. Σύµϕωναµε το κριτήριοWeierstraß (πάρτεMn = 1
np ), η σειρά

∑∞
n=1

1
np+x2n

συγκλίνει οµοιόµορϕα στο R. Εποµένως, η σειρά
∑∞

n=1
x

np+x2n
συγκλίνει απόλυτα και οµοιόµορϕα στο

R.

∆ιάρκεια εξέτασης: 3 ώρες

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ
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