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ΘΕΜΑ 1 [1/10]

΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής. ∆είξτε ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

ΘΕΜΑ 2 [2/10]

(i) ΄Εστω f, g : [a, b] → RRiemann ολοκληρώσιµες. ∆είξτε ότι∫ b

a

|fg| ≤
(∫ b

a

f 2

)1/2(∫ b

a

g2
)1/2

.

(ii) ∆είξτε ότι αν η f : [0, 1] → R είναι παραγωγίσιµη µε συνεχή παράγωγο και f(0) = 0, τότε(∫ 1

0

|f |p
)1/p

≤
(∫ 1

0

(
f ′)2)1/2

,

όπου p > 0.

ΘΕΜΑ 3 [1/10]

Υπολογίστε τα

(i)

∫ π

e

ex cos(2ex + 1) dx,

(ii)

∫ 1

0

x arctanx dx.

ΘΕΜΑ 4 [1/10]

∆ίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R. Αν η f είναι άρτια, δηλ. f(−x) = f(x) για κάθε x ∈ R, δείξτε
ότι ∫ a

−a

f = 2

∫ a

0

f ∀ a > 0. (∗)

Ισχύει το αντίστροϕο;∆ηλαδή αν ισχύει η (∗), είναι η f άρτια;

ΘΕΜΑ 5 [1/10]

΄Εστω I ένα ανοικτό διάστηµα του R και {fn : I → R}n∈N, f : I → R τέτοιες ώστε fn → f
οµοιόµορϕα στο I . Αν οι fn, n ∈ N, είναι συνεχείς στο x0 ∈ I , δείξτε ότι η f είναι συνεχής στο x0.



ΘΕΜΑ 6 [2/10]

(Α) ΄Εστω {fn : [a, b] → R}n∈N είναι Riemann ολοκληρώσιµες και f : [a, b] → R. ∆είξτε ότι αν
fn → f οµοιόµορϕα τότε η f είναι ολοκληρώσιµη και

lim
n→∞

∫ b

a

fn =

∫ b

a

f.

(Β) Έστω {fn : [0, 1] → R}n∈N µε

fn(x) = (−1)n
(
1 +

x

n

)
.

(i) ∆είξτε ότι η {fn}n∈N δεν συγκλίνει για κανένα x ∈ [0, 1].

(ii) Βρείτε το κατα σηµείο όριο f της {|fn|}n∈N και δείξτε ότι η {|fn|}n∈N συγκλίνει οµοιόµορϕα
στην f στο [0, 1];

(iii) Υπολογίστε το όριο της {
∫ 1

0
|fn|}n∈N.

ΘΕΜΑ 7 [2/10]

(i) Βρείτε την ακτίνα σύγκλισης των δυναµοσειρών

(a)
∞∑
n=0

(n+ 1)n

n!

(x
e

)n

,

(b)
∞∑
n=1

(x
π

)n

.

Επίσης να υπολογίσετε το άθροισµα στο (b).

(ii) Εξετάστε ως προς την κατά σηµείο και την οµοιόµορϕη σύγκλιση τη σειρά

∞∑
n=1

1

1 + n2x2
, x > 0.

∆ιάρκεια εξέτασης: 3 ώρες
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