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Σ.∆.Ε. Χειµερινό 25-26 - Σύνοψη

1 Προαπαιτούµενα από τον απειροστικό λογισµό

(i) Κανόνας της αλυσίδας.

΄Εστω f = f(x, y) ∈ C1(D), όπου D ένα ανοικτό υποσύνολο του R2, και

g = g(x) ∈ C1(I), όπου I ένα ανοικτό υποσύνολο του R, τ.ώ.(
x, g(x)

)
∈ D για κάθε x ∈ I. Τότε

d

dx
f
(
x, g(x)

)
=
∂f

∂x

(
x, g(x)

)
+ g′(x)

∂f

∂y

(
x, g(x)

)
∀ x ∈ I.

(ii) Κανόνας του Leibnitz.

΄Εστω f = f(x, y) ∈ C1(D), όπου D ως άνω, και

a = a(x) ∈ C1(I), b = b(x) ∈ C1(I), όπου I ως άνω, τ.ώ. ∀ x ∈ I:

a(x) ≤ b(x) και (x, t) ∈ D, ∀ t ∈ [a(x), b(x)]. Τότε

d

dx

(∫ b(x)

a(x)

f(x, y) dy
)
= b′(x)f

(
x, b(x)

)
− a′(x)f

(
x, a(x)

)
+

∫ b(x)

a(x)

∂f

∂x
(x, y) dy ∀ x ∈ I.

(iii) Θεώρηµα του Schwarz: αν f = f(x, y) ∈ C2(D), όπου D ως άνω, τότε

∂2

∂y∂x
f(x, y) =

∂2

∂x∂y
f(x, y) ∀ (x, y) ∈ D.

(iv) Θεώρηµα του Fubini: αν f = f(x, y) ∈ C(D), όπου D ως άνω, τότε∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dydx ∀ [a, b]× [c, d] ⊂ D.

(v) Οµοιόµορφη σύγκλιση ακολουθίας συναρτήσεων.

• ΄Εστω {gn ∈ C(I)}n∈N και g ορισµένη στο I, όπου I ένα οποιδήποτε
διάστηµα του R. Αν gn → g οµοιόµορφα στο I, τότε g ∈ C(I).

• ΄Εστω {gn ∈ R([a, b])}n∈N1 και g ορισµένη στο [a, b]. Αν gn → g οµοι-
όµορφα στο [a, b], τότε g ∈ R([a, b]) και limn→∞

∫
I
gn =

∫
I
g.

1µε R([a, b]) συµβολίζουµε το σύνολο των συναρτήσεων που είναι ολοκληρώσιµες κατά Rie-
mann στο διάστηµα [a, b]
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2 Εξισώσεις 1ης τάξης

Ορισµός 2.1. ΄Εστω f : I × S → R, όπου S είναι ένα µη κενό υποσύνολο του
R και I είναι ένα οποιοδήποτε διάστηµα του R µε µη κενό εσωτερικό. Λέµε ότι η
u ∈ C1(I) λύνει στο I τη σ.δ.ε. πρώτης τάξης

y′ = f(x, y), (1)

όταν u(x) ∈ S και u′(x) = f(x, u(x)) για κάθε x ∈ I.

Παρατήρηση: Αν από την (1) µπορούµε να καταλήξουµε σε µια αλγεβρική
εξίσωση των x, y µόνο, τότε ϑεωρούµε ότι η (1) έχει λυθεί.

2.1 εξισωσεις ειδικης µορφης

Μάθαµε να λύνουµε την (1) στις ακόλουθες περιπτώσεις

(i) f(x, y) = a(x).

(1ο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα ολοκληρωτικού λογισµού)

(ii) f(x, y) = a(x)y + b(x) (γραµµική).

(Πολλαπλασιάζουµε µε e−A(x), όπου A ∈ C1(I) είναι τ.ώ. A′(x) = a(x),
και η (1) καταλήγει στην (e−A(x)y)′ = e−A(x)b(x) που λύνεται όπως το (i).)

(iii) f(x, y) = a(x)y + b(x)yγ µε γ ∈ R \ {0, 1} (Bernoulli).

(Θέτουµε u = y1−γ και η (1) καταλήγει σε γραµµική ως προς τη u.)

(iv) f(x, y) = a(x)y2 + b(x)y + c(x) µε c ̸≡ 0 (Riccati).

(Αν y1 είναι µια λύση, ϑέτουµε v = y−y1 και η (1) καταλήγει σε Bernoulli
µε γ = 2 ως προς v. Εποµένως, ϑέτοντας w = (y− y1)

−1, η (1) καταλήγει
σε γραµµική ως προς τη w.)

(v) f(x, y) = g(x)/h(y) (χωριζοµένων µεταβλητών).

(Η (1) γράφεται h(y)y′ = g και µε ολοκλήρωση παίρνουµε την αλγεβρική
εξίσωση H(y) = G(x) + c, c ∈ R, όπου H είναι συνεχώς διαφορίσιµη στο
πεδίο ορισµού της µε H ′ = h και G ∈ C1(I) µε G′ = g.)

Για την περίπτωση ανισότητας στην περίπτωση (ii) (γραµµική), έχουµε την
ακόλουθη χρήσιµη πρόταση της οποίας η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση

Πρόταση 2.2 (Ανισότητα Gronwall). ΄Εστω φ ∈ C1(I) τέτοια ώστε

φ′(x) ≤ a(x)φ(x) + b(x) ∀ x ∈ I,

όπου a, b ∈ C(I) είναι µη αρνητικές. Τότε αν x0 ∈ I, έχουµε

φ(x) ≤
(
φ(x0) +B(x)

)
eA(x) ∀ x ∈ I µε x > x0,

όπου A(x) :=
∫ x

x0
a(s) ds και B(x) :=

∫ x

x0
b(s) ds.
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Πόρισµα 2.3. Αν b(x) = 0 και φ(x) ≥ 0 = φ(x0) για κάθε x ∈ I µε x > x0,
παίρνουµε ότι φ(x) = 0 για κάθε x ∈ I µε x > x0.

2.2 ακριβεις εξισωσεις

Η εξίσωση (1) γράφεται f(x, y) − y′ = 0, από όπου ϕαίνεται ότι είναι ειδική
περίπτωση της εξίσωσης

M(x, y) +N(x, y)y′ = 0, (2)

για M(x, y) = f(x, y) και N(x, y) = −1.

Ορισµός 2.4. ΄Εστω R = [a, b] × [c, d] και M,N : R → R. Λέµε ότι (2) είναι
ακριβής, αν υπάρχει F ∈ C1(R) τέτοια ώστε ∂F/∂x =M και ∂F/∂y = N .

Παράδειγµα 2.5. Οι εξισώσεις χωριζοµένων µεταβλητών είναι ακριβείς. Η ε-
ξίσωση 2xy + y2 + (x2 + 2xy)y′ = 0 δεν είναι χωριζοµένων µεταβλητών αλλά
είναι ακριβής µε F (x, y) = x2y + xy2.

Από τον κανόνα της αλυσίδας ϕαίνεται αµέσως ότι αν η (2) είναι ακριβής, τότε
µετασχηµατίζεται στην αλγεβρική εξίσωση F (x, y) = c, c ∈ R. Χρησιµοποι-
ώντας τα Θεωρήµατα των Schwarz και Fubini, προκύπτει το

Θεώρηµα 2.6. ΄Οταν M,N ∈ C1(R), τότε η εξίσωση (2) είναι ακριβής, αν και
µόνο αν ∂M/∂y = ∂N/∂x.

Ορισµός 2.7. Μια συνάρτηση v = v(x, y) ∈ C1(R) λέγεται ολοκληρωτικός
παράγοντας για την (2), όταν η εξίσωση

(vM)(x, y) + (vN)(x, y)y′ = 0,

είναι ακριβής.

Από το ϑεώρηµα 2.6, προκύπτει ότι αν η (2) επιδέχεται ολοκληρωτικό παράγο-
ντα v, τότε πρέπει

v
(∂M
∂y

− ∂N

∂x

)
= N

∂v

∂x
−M

∂v

∂y
.

Εποµένως,

(i) αν p ∈ C(R), όπου p(x, y) := 1
N
(∂M/∂y − ∂N/∂x), εξαρτάται µόνο από

το x, τότε η (2) επιδέχεται τον ολοκληρωτικό παράγοντα v(x) = eP (x),
όπου P ∈ C1([a, b]) είναι τ.ώ. P ′ = p.

(ii) αν q ∈ C(R), όπου q(x, y) := 1
M
(∂N/∂x− ∂M/∂y), εξαρτάται µόνο από

το y, τότε η (2) επιδέχεται τον ολοκληρωτικό παράγοντα v(y) = eQ(y),
όπου Q ∈ C1([c, d]) είναι τ.ώ. Q′ = q.
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2.3 υπαρξη/µοναδικοτητα

∆οθέντος (x0, y0) ∈ R2 και a, b > 0, ορίζουµε το παραλληλόγραµµο

R = [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b].

΄Εστω f = f(x, y) ∈ C(R) και ϑέτουµε

M := max
(x,y)∈R

|f(x, y)|, h := min
{
a, b/M

}
, Ih(x0) := [x0 − h, x0 + h].

Θεώρηµα 2.8 (Θεώρηµα Peano - χωρίς απόδειξη). (i) για το π.α.τ. y′ = f(x, y),
y(x0) = y0, υπάρχει λύση που ορίζεται στο διάστηµα Ih(x0).

(ii) Το (i) ισχύει για b = ∞ (µε h = a), υπό την προϋπόθεση ότι η f είναι
ϕραγµένη στο [x0 − a, x0 + a]× R.

Με u0(x) := y0 , ϑεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων2 {un}n∈N που ορίζεται
αναδροµικά από τον τύπο

un(x) := y0 +

∫ x

x0

f
(
t, un−1(t)

)
dt, x ∈ Ih(x0), n ∈ N.

Παρατηρήσεις : (i) Η ακολουθία είναι καλώς ορισµένη διότι για κάθε n ∈ N
και για κάθε x ∈ Ih(x0) έχουµε (x, un(x)) ∈ R. Πράγµατι, έστω x ∈ Ih(x0).
Τότε |x− x0| ≤ h, και3

|u1(x)− y0| =
∣∣∣ ∫ x

x0

f(t, y0) dt
∣∣∣ ≤ ∫ x∨x0

x∧x0

|f(t, y0)| dt ≤M |x− x0| ≤Mh.

Αλλά h ≤ b/M , εποµένως |u1(x) − y0| ≤ b, δηλαδή u1(x) ∈ [y0 − b, y0 + b].
Οµοίως για |u2(x)− y0|, |u3(x)− y0|, κ.ο.κ. (επαγωγή).

(ii) Προφανώς u0 ∈ C(Ih(x0)). ΄Επειτα, u1 ∈ C(Ih(x0)), κ.ο.κ. (επαγωγή).
∆ηλαδή έχουµε un ∈ C(Ih(x0)) για κάθε n ∈ N.

(iii) Είναι un(x0) = y0 για κάθε n ∈ N.

Θεώρηµα 2.9 (Θεώρηµα Picard-Lindelöf). Αν επιπλέον η f είναι Lipschitz συ-
νεχής ως προς τη δεύτερη µεταβλητή, αν δηλαδή

∃ L > 0 τ.ώ. |f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| ∀ (x, y1), (x, y2) ∈ R, (3)

τότε,

(i) η {un}n∈N συγκλίνει στο διάστηµα Ih(x0) σε µια µοναδική λύση του π.α.τ.
y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

(ii) Το (i) ισχύει για b = ∞ (µε h = a).

2γνωστή ως η ακολουθία διαδοχικών προσεγγίσεων του π.α.τ. y′ = f(x, y), y(x0) = y0
3κάνουµε χρήση του συµβολισµού x ∧ x0 := min{x0, x} και x ∨ x0 := max{x0, x}
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(iii) Αν για κάθε a > 0 έχουµε ότι η f ∈ C(R2) είναι Lipschitz συνεχής ως
προς τη δεύτερη µεταβλητή σε κάθε λωρίδα [x0 − a, x0 + a] × R (µε µια
σταθερή Lipschitz L = L(a) κάθε ϕορά), τότε η λύση ορίζεται στο R2.

Απόδειξη του (i). Αν υπάρχουν δυό λύσεις ψ1, ψ2 του π.α.τ. στο Ih(x0), ορίζου-
µε την ψ : Ih(x0) → [0,∞) µε τύπο ψ(x) =

(
ψ1(x)− ψ2(x)

)2. Τότε,

|ψ′(x)| = 2|ψ1(x)− ψ2(x)||ψ′
1(x)− ψ′

2(x)|
= 2|ψ1(x)− ψ2(x)||f

(
x, ψ1(x)

)
− f

(
x, ψ2(x)

)
|

≤ 2Lψ(x).

Εποµένως, −2Lψ(x) ≤ ψ′(x) ≤ 2Lψ(x) για κάθε x ∈ Ih(x0). Με δυό επι-
χειρήµατα (ένα µε την αριστερή ανισότητα και x < x0, και ένα µε τη δεξιά
ανισότητα για x > x0) ανάλογα αυτού της απόδειξης της ανισότητας Gronwall,
παίρνουµε ότι ψ(x) = 0 για κάθε x ∈ Ih(x0), δηλαδή ψ1(x) = ψ2(x) για κάθε
x ∈ Ih(x0).

Η απόδειξη της σύγκλισης ϐασίζεται στην ακόλουθη εκτίµηση

|un(x)− un−1(x)| ≤MLn−1|x− x0|n/n! ∀ x ∈ Ih(x0), ∀ n ∈ N. (4)

Για n = 1 έχουµε ήδη αποδείξει την (4) στην προηγούµενη παρατήρηση. ΄Εστω
ότι η εκτίµηση ισχύει για n = N ∈ N \ {1}, δηλαδή ότι

|uN(x)− uN−1(x)| ≤MLN−1|x− x0|N/N ! ∀ x ∈ Ih(x0).

Τότε,

|uN+1(x)− uN(x)| =
∣∣∣ ∫ x

x0

f(t, uN(t))− f(t, uN−1(t)) dt
∣∣∣

≤
∫ x∨x0

x∧x0

|f(t, uN(t))− f(t, uN−1(t))| dt

≤ L

∫ x∨x0

x∧x0

|uN(t)− uN−1(t)| dt

≤M
LN

N !

∫ x∨x0

x∧x0

|t− x0|N dt =M
LN

(N + 1)!
|x− x0|N+1.

Από την (4) έχουµε ότι για την ακολουθία συναρτήσεων {vn : Ih(x0) → R}n∈N
µε τύπο vn(x) = un(x)− un−1(x), ισχύει

|vn(x)| ≤MLn−1hn/n! ∀ x ∈ Ih(x0), ∀ n ∈ N.

΄Οµως η σειρά µε γενικό όρο το δεξιό µέλος συγκλίνει. Πράγµατι,
∞∑
n=1

M
Ln−1

n!
hn =

M

L

∞∑
n=1

(Lh)n

n!
=
M

L
(eLh − 1).
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Από το κριτήριο του Weierstraß παίρνουµε ότι η σειρά µε µερικό άθροι-
σµα

∑n
k=1 vk(x) συγκλίνει απολύτως και οµοιοµόρφως σε µια συνάρτηση ψ :

Ih(x0) → R. ΄Οµως,
n∑

k=1

vk(x) =
n∑

k=1

(
uk(x)− uk−1(x)

)
= un(x)− y0.

Εποµένως για την ακολουθία {un ∈ C(Ih(x0))}n∈N έχουµε

lim
n→∞

un(x) = y0 + ψ(x) οµοιόµορφα στο Ih(x0).

Από γνωστό ϑεώρηµα του Απ. Λογ. ΙΙ (ποιό;), y0 + ψ ∈ C(Ih(x0)), άρα ψ ∈
C(Ih(x0)). Επειδή η f είναι y-Lipschitz, έχουµε επίσης

lim
n→∞

f
(
x, un−1(x)

)
= f

(
x, y0 + ψ(x)

)
οµοιόµορφα στο Ih(x0).

Πράγµατι, limn→∞ supx∈Ih(x0) |f(x, un−1(x))− f(x, y0 + ψ(x)|

≤ L lim
n→∞

sup
x∈Ih(x0)

|un−1(x)− (y0 + ψ(x))| = 0.

Από γνωστό ϑεώρηµα του Απ. Λογ. ΙΙ (ποιό;),

lim
n→∞

∫ x

x0

f
(
t, un−1(t)

)
dt =

∫ x

x0

f
(
t, y0 + ψ(t)

)
dt ∀ x ∈ Ih(x0) ⇒

lim
n→∞

(
un(x)− y0

)
=

∫ x

x0

f
(
t, y0 + ψ(t)

)
dt ∀ x ∈ Ih(x0) ⇒

ψ(x) =

∫ x

x0

f
(
t, y0 + ψ(t)

)
dt ∀ x ∈ Ih(x0).

Η τελευταία σχέση λέει ότι η ψ είναι παραγωγίσιµη στο Ih(x0) µε

ψ′(x) = f
(
x, y0 + ψ(x)

)
∀ x ∈ Ih(x0).

Με τη σειρά της, η σχέση αυτή µας λέει ότι η ψ′ είναι συνεχής στο Ih(x0), και
επίσης ότι η y0 + ψ είναι λύση του π.α.τ. y′ = f(x, y), y(x0) = y0.

Η επόµενη πρόταση µας δίνει έναν εύκολο τρόπο για να διαπιστώνουµε ότι µια
συνάρτηση είναι y-Lipschitz.

Πρόταση 2.10. Αν η ∂f
∂y

υπάρχει στο R, είναι συνεχής και υπάρχει L > 0 τ.ώ.

|∂f
∂y
(x, y)| ≤ L για κάθε (x, y) ∈ R, τότε ισχύει η (3).

Απόδειξη. Από το 2ο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού, για
κάθε (x, y1), (x, y2) ∈ R έχουµε

|f(x, y1)− f(x, y2)| =
∣∣∣ ∫ y1

y2

∂f

∂y
(x, t) dt

∣∣∣ ≤ ∫ y1∨y2

y1∧y2

∣∣∂f
∂y

(x, t)
∣∣ dt ≤ L|y1 − y2|.
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3 Εξισώσεις 2ης τάξης

3.1 προαπαιτουµενα

Ορισµός 3.1. ∆υό συναρτήσεις {ϕ1, ϕ2} ορισµένες σε ένα διάστηµα I λέγονται
γραµµικά εξαρτηµένες όταν υπάρχουν c1, c2 ∈ R µε |c1|+|c2| ≠ 0, τ.ώ. c1ϕ1(x)+
c2ϕ2(x) = 0 για κάθε x ∈ I. Στην αντίθετη περίπτωση λέγονται γραµµικά
ανεξάρτητες (γ.α.).

΄Αρα, {ϕ1, ϕ2} είναι γ.α. όταν

c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) = 0 ∀ x ∈ I ⇒ c1 = c2 = 0.

Π.χ. {x, x2} στο I = R, {er1x, er2x} µε r1 ̸= r2 στο R, {erx, xerx} στο R.

Αν πρόκειται για διαφορίσιµες συναρτήσεις, τότε

W [ϕ1, ϕ2](x0) ̸= 0 για κάποιο x0 ∈ I ⇒ {ϕ1, ϕ2} είναι γ.α. στο I, (5)

όπου για x ∈ I έχουµε ορίσει

W [ϕ1, ϕ2](x) :=

∣∣∣∣ϕ1(x) ϕ2(x)
ϕ′
1(x) ϕ′

2(x)

∣∣∣∣ (ορίζουσα Wronski των {ϕ1, ϕ2}).

3.2 η γραµµικη εξισωση 2ης ταξης

΄Εστω I είναι ένα οποιοδήποτε διάστηµα του R µε µη κενό εσωτερικό και
a1, a2 ∈ BC(I)4. Θεωρούµε τον τελεστή L : C2(I) → C(I) µε τύπο

L(y) := y′′ + a1(x)y
′ + a2(x)y.

Πρόταση 3.2. Αν ψ είναι λύση της L(y) = 0 στο I και x0 ∈ I, τότε

∥ψ(x0)∥e−κ|x−x0| ≤ ∥ψ(x)∥ ≤ ∥ψ(x0)∥eκ|x−x0| ∀ x ∈ I,

όπου ∥ψ(x)∥ :=
√
ψ2(x) + (ψ′(x))2 και κ = 1

2
supx∈I

(
|1− a2(x)|+ 2|a1(x)|

)
.

Απόδειξη. Υπολογίζουµε (για ευκολία γράφουµε ψ αντί για ψ(x))∣∣(∥ψ∥2)′∣∣ = |2ψψ′ + 2ψ′ψ′′|
= |2ψψ′ + 2ψ′(− a1(x)ψ

′ − a2(x)ψ
)
|

≤ 2|1− a2(x)||ψ||ψ′|+ 2|a1(x)|
(
ψ′)2

≤ |1− a2(x)|
(
ψ2 +

(
ψ′)2)+ 2|a1(x)|

(
ψ′)2

= |1− a2(x)|ψ2 +
(
|1− a2(x)|+ 2|a1(x)|

)(
ψ′)2

≤ 2κ∥ψ∥2.

΄Αρα −2κ∥ψ∥2 ≤
(
∥ψ∥2

)′ ≤ 2κ∥ψ∥2 και µε επιχειρήµατα (δυό για x < x0 και
δυό για x > x0) ανάλογα αυτού της απόδειξης της ανισότητας Gronwall έχουµε
το Ϲητούµενο.

4συµβολίζουµε µε BC(I) το σύνολο των C(I) συναρτήσεων που είναι επιπλέον ϕραγµένες
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Πόρισµα 3.3. Για κάθε α, β ∈ R, x0 ∈ I και a1, a2, b ∈ C(I), το π.α.τ.{ L(y) = b(x),

y(x0) = α, y′(x0) = β,

έχει το πολύ µια λύση.

Απόδειξη. Αν ψ1, ψ2 είναι δυό λύσεις του π.α.τ. στο I, τότε για την ψ : I → R
µε τύπο ψ(x) = ψ1(x) − ψ2(x) έχουµε: L(ψ) = 0 και ∥ψ(x0)∥ = 0. ΄Εστω
x ∈ I \ {x0} και ϑεωρούµε ένα κλειστό διάστηµα J που περιέχει τα x, x0. Τότε
a1, a2 ∈ BC(J) και από την παραπάνω πρόταση έχουµε αµέσως ότι ∥ψ(x)∥ = 0
για κάθε x ∈ J , δηλαδή ψ1(x) = ψ2(x) για κάθε x ∈ J .

Θεώρηµα 3.4. Το αντίστροφο της (5) ισχύει για τις λύσεις της L(y) = 0, δηλαδή,

{ϕ1, ϕ2 ∈ C2(I)} γ.α. στο I

L(ϕ1) = L(ϕ2) = 0 στο I

}
⇒ W [ϕ1, ϕ2](x) ̸= 0 ∀ x ∈ I.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι W [ϕ1, ϕ2](x0) = 0 για κάποιο x0 ∈ I. Τότε το σύστηµα

c1ϕ1(x0) + c2ϕ2(x0) = 0

c1ϕ
′
1(x0) + c2ϕ

′
2(x0) = 0

}
,

ϑα έχει λύση (c1, c2) ̸= (0, 0). Θέτουµε ψ(x) = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x), x ∈ I,
και έχουµε L(ψ) = 0, ενώ ψ(x0) = ψ′(x0) = 0. Από το πόρισµα 3.3 µε
b = α = β = 0, έχουµε ότι η ψ πρέπει να ταυτίζεται µε τη µηδενική λύση,
δηλαδή c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) = 0 για κάθε x ∈ I. Επειδή οι ϕ1, ϕ2 είναι γ.α.
παίρνουµε c1 = c2 = 0. Αντιφαση !

Θεώρηµα 3.5. ΄Εστω {ϕ1, ϕ2} είναι γ.α. λύσεις της L(y) = 0 στο I. Τότε κάθε
άλλη λύση είναι ένας µοναδικός γραµµικός συνδυασµός αυτών.

Απόδειξη. ΄Εστω L(ϕ) = 0 στο I και x0 ∈ I. Θέτουµε α = ϕ(x0) και β = ϕ′(x0).
Από το Θεώρηµα 3.4 έχουµε W [ϕ1, ϕ2](x0) ̸= 0, εποµένως το σύστηµα

c1ϕ1(x0) + c2ϕ2(x0) = α

c1ϕ
′
1(x0) + c2ϕ

′
2(x0) = β

}
,

έχει µοναδική λύση (c1, c2). Θεωρούµε την ψ(x) := c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x), x ∈ I.
Οι ϕ και ψ λύνουν το π.σ.τ.{ L(y) = 0,

y(x0) = α, y′(x0) = β.

Από το Πόρισµα 3.3, για ένα τέτοιο π.α.τ. ξέρουµε ότι υπάρχει το πολύ µιά
λύση. ΄Αρα ϕ = ψ, δηλαδή ϕ(x) = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x), x ∈ I.

Επειδή {cosx, sinx} είναι γ.α. λύσεις της y′′ + y = 0 στο R και eix είναι λύση
της ίδιας εξίσωσης στο R, έχουµε eix = c1 cosx + c2 sinx για κάθε x ∈ R. Για
x = 0 παίρνουµε c1 = 1, ενώ παραγωγίζοντας : ieix = − sinx + C2 cosx για
κάθε x ∈ R. Για x = 0 παίρνουµε c2 = i. Αποδείξαµε λοιπόν τον τύπο
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Πόρισµα 3.6 (τύπος του Euler). eix = cosx+ i sinx ∀ x ∈ R.

Θεώρηµα 3.7. ΄Εστω {ϕ1, ϕ2} είναι γ.α. λύσεις της L(y) = 0 στο I, και b ∈ C(I),
x0 ∈ I. Τότε κάθε λύση της L(y) = b(x) στο I γράφεται ως c1ϕ1 + c2ϕ2 + yp,
όπου

yp(x) =

∫ x

x0

ϕ1(s)ϕ2(x)− ϕ1(x)ϕ2(s)

W [ϕ1, ϕ2](s)
b(s) ds.

Αντιστρόφως, κάθε συνάρτηση της παραπάνω µορφής είναι λύση τηςL(y) = b(x)
στο I.

Απόδειξη. Η συνάρτηση yp λέγεται ειδική λύση της εξίσωσης L(y) = b(x) στο
I. Προκύπτει Ϲητώντας η yp = ϕ1u1 + ϕ2u2 µε u1, u2 ∈ C2(I), να είναι λύση
της L(y) = 0 στο I, και παίρνοντας τις u1, u2 να ικανοποιούν την εξίσωση
u′1ϕ1 + u′2ϕ2 = 0. Αυτό οδηγεί τις {u1, u2} να είναι η λύση του συστήµατος{

u′1ϕ1 + u′2ϕ2 = 0

u′1ϕ
′
1 + u′2ϕ

′
2 = b(x).

Επειδή W [ϕ1, ϕ2](x) ̸= 0 για κάθε x ∈ I, το σύστηµα έχει µοναδική λύση.

Πρόταση 3.8. Αν ϕ1, ϕ2 είναι λύσεις της L(y) = 0 στο I και x0 ∈ I, τότε

W [ϕ1, ϕ2](x) = e−A1(x)W [ϕ1, ϕ2](x0) ∀ x ∈ I,

όπου A1(x) :=
∫ x

x0
a1(s) ds.

Απόδειξη. Υπολογίζουµε (για ευκολία γράφουµε W αντί για W [ϕ1, ϕ2](x))

W ′ = (ϕ1ϕ
′
2 − ϕ′

1ϕ2)
′

= ϕ′
1ϕ

′
2 + ϕ1ϕ

′′
2 − ϕ′′

1ϕ2 − ϕ′
1ϕ

′
2

= ϕ1(−a1ϕ′
2 − a2ϕ2) + (a1ϕ

′
1 + a2ϕ1)ϕ2

= −a1ϕ1ϕ
′
2 + a1ϕ

′
1ϕ2

= −a1W.

΄Αρα W ′ = −a1W , η οποία λύνεται κατά τα γνωστά (γραµµική 1ης τάξης).

3.3 η γραµµικη εξισωση 2ης ταξης µε σταθερους συντελεστες

Υποθέτουµε εδώ ότι

ai ∈ R, i = 1, 2.

Τότε L(erx) = p(r)erx, όπου p(r) := r2 + a1r + a2. Το p(r) λέγεται χαρακτηρι-
στικό πολυώνυµο (χ.π.) του L. Προφανώς, L(erx) = 0 αν και µόνο αν p(r) = 0.
Θέτουµε

Φ1(x) := er1x, Φ2(x) := er2x όταν οι ϱίζες του χ.π. είναι r1 ̸= r2 ,

ή Φ1(x) := er1x, Φ2(x) := xer1x όταν r1 = r2.
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Πρόταση 3.9. Σε κάθε περίπτωση, οι {Φ1,Φ2} είναι γ.α. λύσεις της L(y) = 0
στο R.

Απόδειξη. ΄Ευκολα ϐλέπουµε ότι όταν οι ϱίζες του χ.π. είναι r1 ̸= r2, τότε
W [Φ1,Φ2](x) = (r2−r1)e(r1+r2)x ̸= 0 για κάθε x ∈ R, ενώ όταν οι ϱίζες του χ.π.
είναι r1 = r2, τότε W [Φ1,Φ2](x) = e2r1x ̸= 0 για κάθε x ∈ R. Ο ισχυρισµός
έπεται από την (5).

Πρόταση 3.10. Για κάθε α, β ∈ R και x0 ∈ I, το π.α.τ.{ L(y) = 0,

y(x0) = α, y′(x0) = β,
(6)

έχει µοναδική λύση, η οποία είναι της µορφής c1Φ(x)+ c2Φ(x) για µονοσήµαντα
ορισµένα c1, c2 ∈ R.

Απόδειξη. Για τη µοναδικότητα: προκύπτει από το Πόρισµα 3.3 για b = 0. Για
την ύπαρξη: υπάρχουν µοναδικά c1, c1 ∈ R τ.ώ. η ϕ(x) = c1Φ1(x) + c2Φ2(x)
να λύνει το π.α.τ. (6). Πράγµατι, L(ϕ) = 0 και το σύστηµα

ϕ(x0) = α

ϕ′(x0) = β

}
⇔

c1Φ1(x0) + c2Φ2(x0) = α

c1Φ
′
1(x0) + c2Φ

′
2(x0) = β

}
,

έχει µοναδική λύση, αν και µόνο αν W [Φ1,Φ2](x0) ̸= 0, το οποίο όπως είδαµε
στην προηγούµενη απόδειξη είναι αληθές.

Με τις {Φ1,Φ2}, το Θεώρηµα 3.5 γράφεται

Θεώρηµα 3.11. Για κάθε c1, c2 ∈ R, η ϕ(x) := c1Φ1(x) + c2Φ2(x) είναι λύση
της L(y) = 0 στο R. Αντιστρόφως, αν L(ϕ) = 0 στο R, τότε υπάρχουν µοναδικοί
c1, c2 ∈ R τέτοιοι ώστε ϕ(x) := c1Φ1(x) + c2Φ2(x) για κάθε x ∈ R.

Πόρισµα 3.12. Το Θεώρηµα 3.7 σε συνδυασµό µε την Πρόταση 3.9 λένε ότι η
λύση της L(y) = b(x) στο I γράφεται

c1e
r1x + c2e

r2x +
1

r2 − r1

∫ x

x0

(
er2(x−s) − er1(x−s)

)
b(s) ds,

όταν έχουµε δυό ϱίζες r1 ̸= r2 του χ.π., και

c1e
r1x + c2xe

r1x +

∫ x

x0

(x− s)er1(x−s)b(s) ds,

όταν r1 είναι διπλή ϱίζα του χ.π..
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3.4 η γραµµικη εξισωση 2ης ταξης µε µεταβλητους συντελεστες

Υποθέτουµε τώρα ότι τα a1, a2 είναι συνεχείς συναρτήσεις. Για να εξάγουµε
ανάλογα συµπεράσµατα µε αυτά της προηγούµενης παραγράφου, χρειάζεται
να αποδείξουµε την ύπαρξη λύσης στο π.α.τ. µε την οµογενή εξίσωση. Χρεια-
Ϲόµαστε δηλαδή το ανάλογο της πρότασης 3.10. Στην περίπτωση a1, a2 ∈ R
κάναµε χρήση των λύσεων που προέκυψαν από το χ.π., που τώρα όµως δεν
έχουµε στη διάθεσή µας.

Πρόταση 3.13. Για κάθε α, β ∈ R και x0 ∈ I, το π.α.τ.{ L(y) = 0,

y(x0) = α, y′(x0) = β,
(7)

έχει µοναδική λύση.

Απόδειξη. Θέτουµε y1 = y, y2 = y′ και η εξίσωση γράφεται ως σύστηµα(
y′1
y′2

)
=

(
0 1

−a2(x) −a1(x)

)(
y1
y2

)
,

ενώ οι αρχικές συνθήκες είναι τώρα y1(x0) = α, y2(x0) = β. Η ύπαρξης λύσης
έρχεται τώρα από το ϑεώρηµα ύπαρξης για συστήµατα εξισώσεων πρώτης τάξης,
το οποίο ϑα δούµε παρακάτω.

Θεώρηµα 3.14. (i) Υπάρχουν δυό γ.α. λύσεις {ϕ1, ϕ2} της L(y) = 0 στο I.

(ii) Κάθε άλλη λύση γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των {ϕ1, ϕ2}.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω x0 ∈ I. Σύµφωνα µε το προηγούµενο ϑεώρηµα, υπάρχει
µια λύση ϕ1 του π.α.τ.{ L(y) = 0,

y(x0) = 1, y′(x0) = 0,
(8)

και υπάρχει µια λύση ϕ2 του π.α.τ.{ L(y) = 0,

y(x0) = 0, y′(x0) = 1,
(9)

Οι {ϕ1, ϕ2} είναι γ.α.. Πράγµατι, αν c1ϕ1(x)+ c2ϕ2(x) = 0 για κάθε x ∈ I, τότε
c1ϕ

′
1(x) + c2ϕ

′
2(x) = 0 για κάθε x ∈ I. Για x = x0 οι ισότητες αυτές µας δίνουν

c1 = 0 και c2 = 0 αντιστοίχως.

(ii) ΄Εστω L(ϕ) = 0 στο I και x0 ∈ I. Θέτουµε α = ϕ(x0) και β = ϕ′(x0).
Ορίζουµε την ψ(x) = αϕ1(x)+βϕ2(x), x ∈ I, όπου ϕ1, ϕ2 είναι οι λύσεις των (8),
(9) αντιστοίχως. Τότε L(ψ) = 0 = L(ϕ) στο I, και ψ(x0) = α = ϕ(x0), ψ′(x0) =
β = ϕ′(x0). Από το Πόρισµα 3.3, ϕ = ψ, δηλαδή ϕ(x) = αϕ1(x) + βϕ2(x),
x ∈ I.
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Θεώρηµα 3.15. Αν γνωρίζουµε µια λύση ϕ1 της οµογενούς εξίσωσης και ϕ1(x) ̸=
0 για κάθε x ∈ I, τότε µια δεύτερη λύση δίνεται από τον τύπο

ϕ2(x) = ϕ1(x)

∫ x

x0

ϕ−2
1 (s)e−A1(s) ds, x ∈ I,

όπου A1(s) :=
∫ s

x0
a1(t) dt. Επιπλέον, οι {ϕ1, ϕ2} είναι γ.α..

Απόδειξη. Καταλήγουµε στον παραπάνω τύπο αν αναζητήσουµε λύση της µορ-
ϕής ϕ2 = uϕ1 (άσκηση). Φυσικά για την απόδειξη του ϑεωρήµατος αρκεί να
ελέγξουµε απέυθείας τους ισχυρισµούς (άσκηση).
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