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16/06/25 - Εξεταζόµενο µάθηµα (εµβόλιµα): ‘‘Συνήθεις ∆ιαϕορικές Εξισώσεις’’ (ΜΥ 33)

ΘΕΜΑ 1 [1/10]

Θέτοντας u = x − y και χρησιµοποιώντας τη µέθοδο χωρισµού των µεταβλητών, βρείτε λύση για την
εξίσωση: y′ = 2(x− y)−1 − 3.

Λύση: Μια λύση y = y(x) θα πρέπει να ικανοποιεί την y(x) ̸= x για κάθε x στο πεδίο ορισµού της.
Θέτοντας τώρα u = x− y η εξ. γράϕεται

1− u′ = 2/u− 3 ⇒ u′ =
4u− 2

u
⇒ uu′

2u− 1
= 2 ⇒

∫
uu′

2u− 1
dx =

∫
2 dx

⇒
∫

u

2u− 1
du = 2x+ c ⇒ 1

2

∫
2u− 1 + 1

2u− 1
du = 2x+ c

⇒
∫ (

1 +
1

2u− 1

)
du = 4x+ 2c ⇒ u+ ln |2u− 1| = 4x+ 2c.

Εποµένως η u ορίζεται πεπλεγµένα από την εξίσωση 2u − 1 = ±e2ce4x−u, δηλαδή η λύση ορίζεται
πεπλεγµένα από τις εξισώσεις 2x− 2y − 1 = Ce3x+y και y ̸= x. ■

ΘΕΜΑ 2 [1/10]

Να λύσετε τη γραµµική εξίσωση: y′ + (1 + x2)−1y = e− arctanx.

Λύση: Ο ολοκληρωτικός παράγοντας είναι e
∫
(1+x2)−1 dx = earctanx, και πολλαπλασιάζοντας την εξ. µε

αυτόν, παίρνουµε (yearctanx)′ = 1 ⇒ yearctanx = x+ c ⇒ y = (x+ c)e− arctanx. ■

ΘΕΜΑ 3 [1/10]

Να βρείτε λύση για την εξίσωση τύπου Bernoulli: xy′ − 2y + x3y2 = 0.

Λύση: Θέτοντας y = z−1, η εξ. γράϕεταιxz′+2z = x3. Πολλαπλασιάζοντας µεx παίρνουµε (x2z)′ =
x4 ⇒ x2z = x5/5 + c ⇒ z = x3/5 + c/x2, εποµένως y = (x3/5 + c/x2)−1, x ̸= 0. ■

ΘΕΜΑ 4 [2/10]

(i) Να βρείτε λύση για την εξίσωση τύπουRiccati: 2y′ = y2 − x2 − 2.

(ii) Υπολογίστε τους 2 πρώτους όρους της προσεγγιστικής ακολουθίας του Picard για το πρόβληµα
αρχικών τιµών: 2y′ = y2 − x2 − 2, y(0) = 0.

Λύση: (i)Προϕανής λύση y1 = −x. Θέτοντας u = y − y1 = y + x, η εξ. γράϕεται u′ + xu = u2/2
που είναι τύπου Bernoulli. Θέτοντας u = z−1, η εξ. γράϕεται z′ − xz = −1

2
. Πολλαπλασιάζοντας

µε e−x2/2 παίρνουµε (e−x2/2z)′ = −e−x2/2/2 ⇒ e−x2/2z = c − 1
2

∫
e−x2/2 dx. Εποµένως, u =

2e−x2/2(c−
∫
e−x2/2 dx)−1 ⇒ y = 2e−x2/2(c−

∫
e−x2/2 dx)−1 − x.

(ii) Είναι yn(x) = 0 +
∫ x

0
f(t, yn−1(t)) dt, n ∈ N, y0(x) = 0. ΄Αρα,

• y1(x) = 0 +
∫ x

0
(−t2/2− 1) dx = −x3/6− x, και

• y2(x) = 0 +
∫ x

0
((−t3/6− t)2/2− t2/2− 1) dx = ... ■



ΘΕΜΑ 5 [1/10]

Σεµια περιοχή της αρχικής συνθήκης που τα συνοδεύει, εξετάστε τα παρακάτωπροβλήµατα αρχικών τιµών
ως προς την ύπαρξη-µοναδικότητα λύσεων.

(i) y′ = cos y
1−x2 , x ∈ [0, 1), και y(0) = 4,

(ii) y′ = y1/3, x ∈ [0,∞), και y(0) = 0.

Λύση:

(i) Έστω a ∈ [0, 1], b > 0 και θέτουµε f(x, y) := cos y/(1 − x2) στο Ra,b := [−a, a] × [4 −
b, 4 + b]. Η f είναι προϕανώς συνεχής και |∂f/∂y| ≤ 1/(1 − a2), εποµένως είναι y-Lipschitz
στο Ra,b. Εποµένως υπάρχει a′ ∈ (0, a] τ.ώ. το π.α.τ. να έχει µοναδική λύση στο [−a′, a′] (αρα
και στο [0, a′]).

(ii) Οι y(x) = 0 και y(x) = (2x/3)3/2, είναι λύσεις στο [0,∞).

■

ΘΕΜΑ 6 [1/10]

Να βρείτε όλες τις λύσεις της εξίσωσης: y′′ − 2y′ + y = x2.

Λύση: Η δυο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς είναι οι ϕ1 = ex και ϕ1 = xex. Κατα τα
γνωστά, για να βρούµε µια ειδική λύση της µορϕής yp = u1ϕ1 + u2ϕ2, λύνουµε το σύστηµα{ ϕ1u

′
1 + ϕ2u

′
2 = 0

ϕ′
1u

′
1 + ϕ′

2u
′
2 = x2 ⇒

{ u′
1 + xu′

2 = 0
u′
1 + (1 + x)u′

2 = x2e−x ⇒
{ u′

1 = −x3e−x

u′
2 = x2e−x.

Βρίσκουµε yp = x2 + 4x+ 6, άρα y = c1ϕ1 + c2ϕ2 + yp = .... ■

ΘΕΜΑ 7 [1/10]

Να βρείτε όλες τις λύσεις της εξίσωσης: xy′′ − y′ + (1− x)y = 4x2ex, x > 0.

Λύση: Μια λύση της οµογενούς είναι οι ϕ1 = ex. Κατα τα γνωστά, εϕόσον ϕ1(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ I =
(0,∞), η δεύτερη λύση της οµογενούς δίνεται από τον τύπο

ϕ2(x) = ϕ1(x)

∫ x

x0

1

ϕ2
1(s)

e
−

∫ s
x0

a1(t) dt ds, x0 ∈ I,

όπου a1 είναι ο συντελεστής του y′, της οµογενούς εξίσωσης όταν αυτή έρθει στη µορϕή y′′ + a1(x)y
′ +

a2(x)y = 0. Εποµένως, a1 = −1/x και παίρνοντας x0 = 1, έχουµε

ϕ2(x) = ex
∫ x

1

e−2seln s ds = ex
∫ x

1

se−2s ds = −
(x
2
+

1

4

)
e−x = −(1 + 2x)e−x/4.

΄Αρα παίρνουµε γιαϕ2(x) = −(1+2x)e−x. Κατά τα γνωστά, για να βρούµε µια ειδική λύση της µορϕής
yp = u1ϕ1 + u2ϕ2, λύνουµε το σύστηµα{ ϕ1u

′
1 + ϕ2u

′
2 = 0

ϕ′
1u

′
1 + ϕ′

2u
′
2 = 4x2ex

⇒
{ exu′

1 − (1 + 2x)e−xu′
2 = 0

exu′
1 + (2x− 1)e−xu′

2 = 4x2ex

⇒
{ exu′

1 − (1 + 2x)e−xu′
2 = 0

4xe−xu′
2 = 4x2ex

⇒
{ u′

1 = x+ 2x2

u′
2 = xe2x

⇒
{ u1 = x2/2 + 2x3/3

u2 = (x− 1/2)e2x/2.

Βρίσκουµε yp = (1/4 + 2x3/3− x2/2)ex. ΄Αρα y = c1ϕ1 + c2ϕ2 + yp = .... ■
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ΘΕΜΑ 8 [1/10]

Να βρείτε µη γραµµική λύση για την εξίσωση y′′ = 2
√

1− (y′)2.

Λύση: Θέτουµε u = y′ και η εξ. γράϕεται

u′ = 2
√
1− u2

αν |u|<1
=====⇒ u′

√
1− u2

= 2 ⇒
∫

u′
√
1− u2

dx =

∫
2 dx

⇒
∫

1√
1− u2

du = 2x+ c1.

Για να υπολογίσω το ολοκλήρωµα του αριστερού µέλους, θέτω u = sinw, |w| < π/2, και παίρνουµε∫
1√

1− u2
du =

∫
cosw

| cosw|
dw =

∫
1 dw = w = arcsinu.

Εποµένως,

arcsinu = 2x+ c1 ⇒ u = sin(2x+ c1) ⇒ y′ = sin(2x+ c1) ⇒ y = c2 −
cos(2x+ c1)

2
.

■

ΘΕΜΑ 9 [1/10]

Να βρείτε µη σταθερή λύση για την εξίσωση y′′ = (1 + y)y′.

Λύση: Αναζητούµε ϕ τ.ώ. y′ = ϕ(y). Αν υπήρχε τέτοια ϕ, τότε για µια λύση y της εξ., θα είχαµε

(1 + y)y′ = y′′ = ϕ′(y)y′
y′ ̸=0
===⇒ ϕ′(y) = 1 + y ⇒ ϕ(y) = c1 + y + y2/2.

Εποµένως η y θα είναι λύση της y′ = ϕ(y) = c1 + y + y2/2, η οποία λύνεται µε τη µέθοδο χωρισµού
των µεταβλητών ως εξής

y′

(y + 1)2 + 2c1 − 1
=

1

2
⇒

∫
y′

(y + 1)2 + 2c1 − 1
dx =

∫
1

2
dx

⇒
∫

1

(y + 1)2 + 2c1 − 1
d(y + 1) =

x

2
+ c2.

Για να συνεχίσουµε τον υπολογισµό, διακρίνουµε περιπτώσεις για το c := 2c1 − 1:

(i) αν c > 0, τότε 1√
c
arctan

(
y+1√

c

)
= x/2 + c2 ⇒ y = −1 +

√
c tan

(√
c(x/2 + c2)

)
,

(ii) αν c = 0, τότε−(y + 1)−1 = x/2 + c2 ⇒ y = −1− 1
x/2+c2

,

(iii) αν c < 0, τότε 1
2
√
−c

ln
∣∣∣y−√

−c
y+

√
−c

∣∣∣ = x/2 + c2 ⇒ y−
√
−c

y+
√
−c

= Cex
√
−c, όπουK = ±e2c2

√
−c.

Εποµένως, y = −
√
−c+ 2

√
−c

1−Kex
√
−c

(Ζητείται µια οποιαδήποτε µη σταθερή λύση, άρα δε χρειάζεται η παραπάνω ανάλυση σε περιπτώσεις. Αρ-
κεί µια περίπτωση.) ■

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ
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