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ΘΕΜΑ 1 (1,5/10)

(A) ∆είξτε ότι limn1/n → 1.

(B) ∆είξτε ότι µια ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν είναι Cauchy.

ΘΕΜΑ 2 (1,5/10)

Συγκλίνουν οι σειρές (i)
∑ √

n
n+e

, (ii)
∑

1
n1+1/n , (iii)

∑√
n2 + 1− n;

ΘΕΜΑ 3 (2/10)

(i) ∆είξτε ότι αν η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει, τότε lim an = 0. Ισχύει το αντίστροϕο;

(ii) ∆είξτε ότι αν an ≥ 0 για κάθε n ∈ N και lim an = 0, τότε υπάρχει υπακολουθία {akn}n∈N της
{an}n∈N, τέτοια ώστε η σειρά

∑∞
n=1 akn να συγκλίνει.

ΘΕΜΑ 4 (0,5+0,5)

(i) Υπάρχει το όριο της f(x) = cos x, x ∈ R, καθώς x → ∞;

(ii) ΄Εστω f : R → R συνεχής τέτοια ώστε |f(x)| = 1 για κάθε x. ∆είξτε ότι η f είναι είτε η σταθερή
συνάρτηση 1 είτε η σταθερή συνάρτηση−1.

ΘΕΜΑ 5 (3×0,5)

Έστω ∅ ≠ I ⊆ R ένα διάστηµα και f : I → R.

(i) Πότε η f λέγεται οµοιόµορϕα συνεχής στο I;

(ii) Έστω ότι |f(x)− f(y)| ≤ M |x− y| για κάθε x, y ∈ I . Είναι η f οµοιόµορϕα συνεχής στο I;

(iii) Αν η f παραγωγίσιµη µε ϕραγµένη παράγωγο στο I , να δείξετε ότι η f είναι οµοιόµορϕα συνεχής.

ΘΕΜΑ 6 (0,5+1+1)

(A) Έστω p > 1. Να µελετήσετε και στη συνέχεια να χαράξετε την f(x) = (1− lnx)p, x ∈ (0, e).

(B) Έστω ε ∈ (0, 1]. ∆είξτε ότι η συνάρτηση

f(x) =

{
x1+ε sin 1

x
x ̸= 0

0 x = 0,

είναι παραγωγίσιµη αλλά η f ′ δεν είναι συνεχής.

(C) Έστω ∅ ≠ I ⊆ R ένα διάστηµα και f : I → R παραγωγίσιµη. Υποθέτουµε ότι για κάποιο θ > 0
έχουµε |f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|1+θ για κάθε x, y ∈ I . ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή στο I .

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ


