
Κεφάλαιο 1

Χώροι Hilbert

Στο Κεφάλαιο αυτό ϑα αναφερθούµε σε διανυσµατικούς χώρους µε εσωτερικό

γινόµενο και σε χώρους Hilbert, που είναι ορισµένοι πάνω στο σώµα C των

µιγαδικών αριθµών.

1.1 ∆ιανυσµατικοί Χώροι µε Εσωτερικό Γινόµενο

Ορισµός 1.1.1. ΄Εστω V ένας µιγαδικός διανυσµατικός χώρος. Εσωτε-

ϱικό γινόµενο στον V είναι µια απεικόνιση

〈 , 〉 : V × V → C

τέτοια, ώστε για κάθε x, y, z ∈ V και για κάθε λ ∈ C να ισχύουν :

(i) 〈x+ y , z〉 = 〈x , z〉+ 〈y , z〉.
(ii) 〈λx , y〉 = λ〈x , y〉.
(iii) 〈x , y〉 = 〈y , x〉.
(iv) 〈x , x〉 ≥ 0 και αν 〈x , x〉 = 0 τότε x = 0.

΄Ενας διανυσµατικός χώρος V µαζί µε ένα εσωτερικό γινόµενο 〈 , 〉 λέγεται

διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο.

Συνέπειες: Για κάθε x, y, z ∈ V και για κάθε λ ∈ C εύκολα µπορούν να

αποδειχθούν οι ιδιότητες :
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(v) 〈x ,y + z〉 = 〈x , y〉+ 〈x , z〉.
(vi) 〈x , λy〉 = λ〈x , y〉.
(vii) 〈x , x〉 = 0 ⇔ x = 0.

(viii) 〈x , z〉 = 〈y , z〉 για κάθε z ∈ V ⇒ x = y.

Οι αποδείξεις αφήνονται ως ασκήσεις.

Πρόταση 1.1.2. (Ανισότητα CauchySchwarz)

Σ΄ ένα διανυσµατικό χώρο V µε εσωτερικό γινόµενο για κάθε x,y ∈ V

ισχύει :

|〈x ,y〉|2 ≤ 〈x ,x〉〈y ,y〉.

Η ισότητα ισχύει, αν και µόνο αν τα x,y είναι γραµµικώς εξαρτηµένα.

Απόδειξη. Αν y = 0 τότε ισχύει ως ισότητα, αφού και τα δύο µέλη είναι ίσα µε

µηδέν. ΄Εστω y 6= 0. Για λ ∈ C είναι :

0 ≤ 〈x− λy ,x− λy〉 = 〈x ,x〉 − λ〈y ,x〉 − λ〈x ,y〉 + |λ|2〈y ,y〉. (1.1)

Αν πάρουµε ως λ =
〈x ,y〉
〈y ,y〉 τότε, από τη σχέση (1.1), προκύπτει :

0 ≤ 〈x ,x〉 − |〈x ,y〉|2
〈y ,y〉 ⇒ |〈x ,y〉|2 ≤ 〈x ,x〉〈y ,y〉.

΄Εστω x,y γραµµικώς εξαρτηµένα. Τότε υπάρχει λ ∈ C: x = λy, οπότε

|〈x ,y〉|2 = |〈λy ,y〉|2 = |λ|2〈y ,y〉2 = 〈λy , λy〉〈y ,y〉 = 〈x ,x〉〈y ,y〉.

Αντιστρόφως, έστω y,x 6= 0 και |〈x ,y〉|2 = 〈x ,x〉〈y ,y〉. Τότε είναι :

〈x ,x〉 − |〈x ,y〉|2
〈y ,y〉 = 0

λ=
〈x ,y〉
〈y ,y〉

===⇒ 〈x− λy ,x− λy〉 = 0 ⇒ x = λy.

Παραδείγµατα: 1. Ο χώρος Cn µε εσωτερικό γινόµενο 〈x ,y〉 = x1y1+x2y2+

· · · + xnyn =
∑n

k=1 xkyk. (Παρατηρείστε ότι στον Cn ως εσωτερικό γινόµενο

πήραµε το
∑n

k=1 xkyk και όχι το
∑n

k=1 xkyk, όπως στον Rn, διότι στον Cn ο
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〈x ,x〉 =
∑n

k=1 x
2
k δεν είναι υποχρεωτικά ϑετικός αριθµός. Θεωρείστε π.χ.

xk = i για κάθε k = 1, 2, .., n). Το γινόµενο αυτό του Cn λέγεται κανονικό.

2. Ο χώρος coo όλων των πεπερασµένων µιγαδικών ακολουθιών (ή όπως αλλιώς

λέγεται, των ακολουθιών µε πεπερασµένο ϕορέα), δηλαδή ο χώρος

coo = {a = (an)n : an ∈ C και υπάρχει nα ∈ N : an = 0 για κάθε n ≥ nα},

µε εσωτερικό γινόµενο το 〈a ,b〉 =∑∞
n=1 anbn, a = (an)n, b = (bn)n. (Θέµα

σύγκλισης δεν υπάρχει εδώ, αφού το
∑∞

n=1 anbn είναι άθροισµα. Υπάρχει

µόνο πεπερασµένο πλήθος µη µηδενικών όρων).

3. Ο µιγαδικός διανυσµατικός χώρος ℓ2(N), τον οποίο ϑα συµβολίζουµε, χάριν

απλότητας, ως ℓ2, όλων των τετραγωνικώς αθροίσιµων µιγαδικών ακολουθιών,

δηλαδή ο

ℓ2 = {x = (xn)n : xn ∈ C και
∑∞

n=1 |xn|2 < ∞},

µε εσωτερικό γινόµενο το 〈x ,y〉 =
∑∞

n=1 xnyn. Το εσωτερικό γινόµενο είναι

καλά ορισµένο, αφού η σειρά συγκλίνει απολύτως :

|xnyn| ≤ |xn|2 + |yn|2 ⇒
∑∞

n=1 |xnyn| ≤
∑∞

n=1 |xn|2 +
∑∞

n=1 |yn|2
ή διαφορετικά

(
k∑

n=1

|xnyn|
)2

≤
(

k∑

n=1

|xn|2
)(

k∑

n=1

|yn|2
)

≤
( ∞∑

n=1

|xn|2
)( ∞∑

n=1

|yn|2
)
,

για κάθε k ∈ N ⇒∑∞
n=1 |xnyn| < ∞.

Είναι εύκολο να δούµε ότι ο ℓ2 είναι διανυσµατικός χώρος, αφού για κάθε

x,y ∈ ℓ2 και για κάθε λ ∈ C είναι :

|xn + λyn|2 ≤ 2|xn|2 + 2|λ|2|yn|2 ⇒ ∑∞
n=1 |xn + λyn|2 ≤ 2

∑∞
n=1 |xn|2 +

2|λ|2∑∞
n=1 |yn|2 < ∞ ⇒ x+ λy ∈ ℓ2.

4. Ο µιγαδικός χώρος C[a, b] όλων των συνεχών µιγαδικών συναρτήσεων

f : [a, b] ⊆ R → C, µε εσωτερικό γινόµενο 〈f , g〉 =
´ b
a f(x)g(x)dx. (Υπενθυ-

µίζουµε ότι εξ ορισµού είναι
´ b
a f(x)dx =

´ b
a Ref(x)dx+ i

´ b
a Imf(x)dx). Το

ότι η συνάρτηση 〈f , g〉 είναι εσωτερικό γινόµενο προκύπτει από τις ιδιότητες

του ολοκληρώµατος. Ειδικότερα αν 〈f , f〉 = 0 τότε
´ b
a |f(x)|2dx = 0, οπότε,

επειδή |f |2 ≥ 0 και |f | συνεχής, είναι |f(x)|2 = 0 και άρα f(x) = 0 για κάθε

x ∈ [a, b].
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Πρόταση 1.1.3. ΄Ενα εσωτερικό γινόµενο σ΄ ένα διανυσµατικό χώρο V

ορίζει µια νόρµα στον V . Συγκεκριµένα η συνάρτηση :

‖ · ‖ : V → R+, ‖x‖ = 〈x ,x〉 1

2

είναι µια νόρµα στον V , ισοδύναµα για κάθε x,y ∈ V και για κάθε λ ∈ C

ισχύει :

(i) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
(ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖.

(iii) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0.

Απόδειξη. Οι ιδιότητες (ii), (iii) είναι άµεσες συνέπειες του ορισµού του ε-

σωτερικού γινοµένου. Η ιδιότητα (i) προκύπτει εύκολα χρησιµοποιώντας την

ανισότητα CauchySchwarz. (Παρατηρείστε ότι η ανισότητα CauchySchwarz

µε τη ϐοήθεια της νόρµας γράφεται |〈x ,y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖). Είναι :

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2Re〈x ,y〉 + ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2|〈x ,y〉| + ‖y‖2
≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ + ‖y‖2 = (‖x‖ + ‖y‖)2.

Συνέπεια: Κάθε διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο γίνεται χώρος

µε νόρµα. Επιπλέον το εσωτερικό γινόµενο είναι µια συνεχής συνάρτηση.

Συγκεκριµένα έχουµε την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 1.1.4. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινό-

µενο 〈 , 〉 και ‖x‖ = 〈x ,x〉 1

2 , x ∈ V η νόρµα, που ορίζει το εσωτερικό

γινόµενο. Τότε η απεικόνιση

〈 , 〉 : (V, ‖ · ‖)× (V, ‖ · ‖) → (C, | · |)

είναι συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω x,y ∈ V και (xn)n, (yn)n ακολουθίες του V µε xn → x,

yn → y, δηλαδή ‖xn − x‖ → 0, ‖yn − y‖ → 0. Θα δείξουµε ότι 〈xn, yn〉 →
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〈x, y〉. Είναι :

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| = |〈xn, yn〉 − 〈x, yn〉+ 〈x, yn〉 − 〈x, y〉|
≤ |〈xn − x, yn〉|+ |〈x, yn − y〉|
≤ ‖xn − x‖ ‖yn‖+ ‖x‖ ‖yn − y‖ → 0,

αφού ‖yn‖ → ‖y‖ και άρα η (‖yn‖) είναι ϕραγµένη.

Υπενθυµίζουµε ότι σ΄ ένα διανυσµατικό χώρο µε νόρµα, οι αλγεβρικές πράξεις,

πρόσθεση και ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός, είναι επίσης συνεχείς συναρτή-

σεις.

Πρόταση 1.1.5. (Κανόνας Παραλληλογράµµου) Σ΄ ένα διανυσµατικό

χώρο µε εσωτερικό γινόµενο ισχύει :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2. (1.2)

Απόδειξη. Απλή εφαρµογή του ορισµού της νόρµας ‖x‖ = 〈x, x〉 1

2 και των

ιδιοτήτων του εσωτερικού γινοµένου.

Παρατήρηση 1.1.1. Ο κανόνας του παραλληλογράµµου χαρακτηρίζει τους

χώρους µε εσωτερικό γινόµενο ανάµεσα στους χώρους µε νόρµα. Αν (V, ‖ · ‖)
είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε νόρµα, η οποία ικανοποιεί τον κανόνα

του παραλληλογράµµου, τότε ορίζεται ένα εσωτερικό γινόµενο στον V , ώστε

‖x‖ = 〈x, x〉 1

2 . Εποµένως κάθε χώρος µε νόρµα δεν είναι απαραίτητα και

χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, δηλαδή η νόρµα του δεν προέρχεται πάντα από

εσωτερικό γινόµενο. Για παράδειγµα ο χώρος (C[0, 1], ‖ ‖∞) δεν είναι χώρος

µε εσωτερικό γινόµενο. ∆εν υπάρχει εσωτερικό γινόµενο στον (C[0, 1], ‖ ‖∞)

που να ορίζει τη νόρµα ‖ ‖∞. Πράγµατι, ϑεωρείστε τις συναρτήσεις f(t) = 1,

g(t) = t, t ∈ [0, 1]. Τότε είναι : ‖f‖∞ = 1 = ‖g‖∞, ‖f +g‖∞ = 2, ‖f −g‖∞ =

1 και ‖f + g‖2∞ + ‖f − g‖2∞ = 5 6= 4 = 2‖f‖2∞ + 2‖g‖2∞.

Η επόµενη πρόταση, γνωστή ως ταυτότητα πολικότητας (polarization iden

tity), δείχνει πως µπορούµε να πάρουµε το εσωτερικό γινόµενο αν γνωρίζουµε

τη νόρµα που αυτό ορίζει.
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Πρόταση 1.1.6. (Ταυτότητα πολικότητας: Polarization identity) Σ΄

ένα διανυσµατικό χώρο V µε εσωτερικό γινόµενο, για κάθε x,y ∈ V ισχύει :

4〈x, y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x + iy‖2 − i‖x − iy‖2,

ισοδύναµα: 〈x, y〉 = 1
4

∑3
k=0 i

k‖x+ iky‖2.

Πρόταση 1.1.7. (Πυθαγόρειο ϑεώρηµα) Για κάθε x,y ∈ V µε 〈x, y〉 =
0 ισχύει : ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

1.2 Ο Χώρος Hilbert

Ορισµός 1.2.1. ΄Ενας διανυσµατικός χώρος (V, 〈 , 〉) µε εσωτερικό γινό-

µενο λέγεται χώρος Hilbert αν είναι πλήρης ως προς τη νόρµα (µετρική)

που ορίζει το εσωτερικό γινόµενο.

Παραδείγµατα: 1. Ο χώρος Cn µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο είναι

χώρος Hilbert. Η αντίστοιχη Ευκλείδεια νόρµα είναι ‖x‖2 =
(∑n

i=1 |xi|2
)1/2

.

Ο Cn µε την maximum νόρµα ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

{|xi|} είναι πλήρης (ως χώρος

πεπερασµένης διάστασης), δεν είναι όµως χώρος Hilbert, διότι η ‖ ‖∞ δεν

ικανοποιεί τον κανόνα του παραλληλογράµµου, παρ΄ ότι οι νόρµες ‖ ‖2, ‖ ‖∞
είναι ισοδύναµες.

Γενικά, κάθε πεπερασµένης διάστασης γραµµικός χώρος µε εσωτερικό γινό-

µενο είναι χώρος Hilbert.

2. Ο χώρος ℓ2 µε το γνωστό εσωτερικό γινόµενο είναι χώρος Hilbert. Θα

δείξουµε πρώτα ότι είναι πλήρης.

΄Εστω (xn)n: xn = (ξni )i µια ϐασική ακολουθία στον ℓ2. Τότε για κάθε ε > 0

υπάρχει n0 ∈ N: | ‖xn‖2 − ‖xm‖2 | ≤ ‖xn − xm‖2 < ε για κάθε n,m >

n0. ΄Αρα η (‖xn‖2)n είναι ϐασική στο R, εποµένως συγκλίνει και άρα είναι

ϕραγµένη. Εποµένως υπάρχει M > 0: ‖xn‖2 < M, για κάθε n ∈ N. Είναι :

|ξni − ξmi |2 ≤
∞∑

i=1

|ξni − ξmi |2 = ‖xn − xm‖22 < ε2 για κάθε n,m > n0.
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΄Αρα η ακολουθία (ξni )n (για κάθε i σταθερό) είναι ϐασική στον C και εποµένως

συγκλίνει, έστω στο ξi. ΄Εστω x = (ξi)i. Τότε x ∈ ℓ2 και xn → x. Πράγµατι,

για τυχόν k ∈ N, είναι :

k∑

i=1

|ξni |2 ≤ ‖xn‖22 ≤ M2 ⇒ lim
n

k∑

i=1

|ξni |2 ≤ M2 ⇒
k∑

i=1

|ξi|2 ≤ M2

⇒
∞∑

i=1

|ξi|2 ≤ M2 ⇒ x ∈ ℓ2.

Επίσης

k∑

i=1

|ξni − ξmi |2 ≤ ‖xn − xm‖22 < ε2 για κάθε n,m > n0,

οπότε, αν m → ∞, για κάθε n > n0 συνεπάγεται :

k∑

i=1

|ξni − ξi|2 < ε2
k→∞⇒

∞∑

i=1

|ξni − ξi|2 < ε2 ⇒ ‖xn − x‖2 < ε

⇒ ‖xn − x‖2 → 0.

Παρατήρηση 1.2.1. α. Ο χώρος coo δεν είναι χώρος Hilbert διότι δεν είναι

πλήρης. Είναι όµως πυκνός στον ℓ2.

Πράγµατι, έστω x = (xi)i ∈ ℓ2. Τότε
∑∞

i=1 |xi|2 < ∞, οπότε για κάθε ε > 0

υπάρχει n0 ∈ N:
∑

i>n0
|xi|2 < ε. ΄Εστω xn0

= (x1, x2, ..., xn0
, 0, 0, ...). Τότε

xn0
∈ coo και ‖x− xn0

‖22 =
∑

i>n0
|xi|2 < ε. ΄Αρα coo = ℓ2.

ϐ. Ο χώρος C[0, 1] µε εσωτερικό γινόµενο

〈f, g〉 =
ˆ 1

0
f(t)g(t)dt

δεν είναι χώρος Hilbert, διότι δεν είναι πλήρης. (Για παράδειγµα η ακολουθία

(fn)n :

fn =





0 0 ≤ t ≤ 1/2

n(t− 1
2) 1/2 < t < 1/2 + 1/n

1 1/2 + 1/n ≤ t ≤ 1
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συγκλίνει στη συναρτηση f =

{
0 0 ≤ t ≤ 1/2

1 1/2 < t ≤ 1
, η οποία δεν ανήκει στον

C[0, 1]).

γ. ΄Ενας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, που δεν είναι χώρος Hil

bert (δηλαδή πλήρης), είναι δυνατόν να εµφυτευθεί γραµµικά και ισοµετρικά

ως ένας πυκνός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert.

΄Εστω (X, 〈 , 〉) διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, µη πλήρης.

Τότε ο (X, d), όπου ‖x‖ =
√
〈x , x〉 και d(x,y) = ‖x − y‖, είναι µη πλήρης

µετρικός χώρος. Είναι γνωστό ότι κάθε µετρικός χώρος «ταυτίζεται» ισοµετρι-

κά µε έναν πυκνό υπόχωρο ενός πλήρους µετρικού χώρου (Y, d1). Ο χώρος

(Y, d1) είναι «µοναδικός», εκτός από ισοµετρίες (µε την έννοια ότι αν (Y ′, d′1)

είναι ένας άλλος πλήρης µετρικός χώρος, που έχει έναν πυκνό υπόχωρο, που

είναι ισοµετρικός µε τον X, τότε οι Y, Y ′ είναι ισοµετρικοί). Ο χώρος (Y, d1)

λέγεται η πλήρωση του χώρου (X, d).

΄Εστω (H, d) η πλήρωση του (X, 〈 , 〉) µε µετρική αυτή που ορίζει το εσωτερικό

γινόµενο. Επειδή οι πράξεις και το εσωτερικό γινόµενο (όπως και η νόρµα)

είναι συνεχείς συναρτήσεις, επεκτείνονται από τον πυκνό «υπόχωρο» X του H

στον H. Αν x,y ∈ H τότε υπάρχουν (xn), (yn) ακολουθίες του X, τέτοιες

ώστε : d(xn,x) → 0, d(yn,y) → 0. Ορίζουµε:

x+ y = lim(xn + yn)

λx = lim(λxn)

〈x , y〉 = lim〈xn , yn〉,

όπου, από τον τρόπο κατασκευής της πλήρωσης (H, d) του (X, 〈 , 〉), τα όρια

είναι ανεξάρτητα από την επιλογή των ακολουθιών (xn), (yn).

΄Ετσι ο H είναι ένας πλήρης διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, όπου

η µετρική d1, που ορίζει το εσωτερικό γινόµενο, ταυτίζεται µε την αρχική d.

Είναι d21(x,y) = 〈x− y,x− y〉 = d2(x,y) για κάθε x,y ∈ H. ΄Αρα ο H είναι

ένας χώρος Hilbert.

΄Ολα τα προηγούµενα συνοψίζονται στην παρακάτω πρόταση.
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Πρόταση 1.2.2. Αν (X, 〈 , 〉) είναι ένας χώρος µε εσωτερικό γινόµενο τότε

υπάρχει χώρος Hilbert (H, 〈 , 〉) στον οποίο ο X εµφυτεύεται γραµµικά και

ισοµετρικά ως πυκνός υπόχωρος. Ο H ϑεωρείται µοναδικός µε την έννοια

ότι αν (H ′, 〈 , 〉) είναι χώρος Hilbert και U : X → H ′ µια γραµµική ισοµε-

τρία µε πυκνή εικόνα (U(X) = H ′), τότε η U επεκτείνεται σε µια γραµµική

ισοµετρία Ũ από τον H επί του H ′. Ο (H, 〈 , 〉) λέγεται η πλήρωση του

(X, 〈 , 〉).

Παρατήρηση 1.2.2. Από την παρατήρηση 1.2.1(α), προκύπτει ότι η πλήρωση

του χώρου coo είναι ο χώρος Hilbert ℓ2.

΄Εστω ο γνωστός, από τη Θεωρία Μέτρου, χώρος Hilbert L2(a, b), −∞ ≤ a <

b ≤ +∞. Ο L2(a, b) είναι ο χώρος των Lebesgue µετρήσιµων συναρτήσε-

ων f : (a, b) → C, οι οποίες είναι τετραγωνικώς ολοκληρώσιµες, δηλαδή

το ολοκλήρωµα
´ b
a |f(t)|2dt είναι πεπερασµένο. Ταυτίζοντας τις συναρτήσεις

που είναι σχεδόν παντού ίσες, το εσωτερικό γινόµενο ορίζεται από τη σχέση

〈f , g〉 =
´ b
a f(x)g(x)dx. Στην περίπτωση που τα a, b είναι πεπερασµένα ο

χώρος L2(a, b) είναι η πλήρωση του χώρου C[a, b].

Σχήµα 1.1: Μετρικοί Χώροι - Χώροι Hilbert

Στο σχήµα 1.1 απεικονίζονται οι σχέσεις µεταξύ διαφόρων κατηγοριών µετρι-

κών χώρων και ειδικότερα η σχέση τους µε τους χώρους Hilbert.
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1.3 Βέλτιστη Προσέγγιση-Ορθή Προβολή

Θεωρούµε ένα διανυσµατικό χώρο (X, 〈 , 〉) µε εσωτερικό γινόµενο και έστω

M ⊆ X ένας υπόχωρος του X. Θα εξετάσουµε το πρόβληµα της προσέγγισης

ενός στοιχείου x ∈ X από ένα στοιχείο m ∈ M , µε τον ϐέλτιστο δυνατό τρόπο.

Θα εξετάσουµε επίσης τη σχέση που υπάρχει µε την «καθετότητα» και κατ΄

επέκταση µε την «ορθή προβολή» του X επί του M .

Ορισµός 1.3.1. (i) Τα διανύσµατα x,y ∈ X λέγονται κάθετα ή ορθογώ-

νια αν 〈x , y〉 = 0 και συµβολίζουµε µε x⊥y.

(ii) µια οικογένεια {ei, i ∈ I} στοιχείων του X λέγεται ορθοκανονική αν

〈ei , ej〉 = δij για κάθε i, j ∈ I, όπου δij = 0 αν i 6= j και δij = 1 αν

i = j.

(iii) ∆ύο υποσύνολα S1, S2 ⊆ X του X, λέγονται κάθετα ή ορθογώνια αν

〈x , y〉 = 0 για κάθε x ∈ S1 και για κάθε y ∈ S2. Συµβολίζουµε S1⊥S2.

Υπενθυµίζουµε ότι ως απόσταση του στοιχείου x ∈ X από το υποσύνολο

S ⊆ X ορίζεται να είναι ο αριθµός d = d(x, S) = inf
s∈S

‖x − s‖, ισοδύναµα για

κάθε n ∈ N υπάρχει sn ∈ S : | d−‖x−sn‖ | < 1/n, δηλαδή lim
n
‖x−sn‖ = d.

Παρατηρούµε ότι αν η ακολουθία (sn) ή µια υπακολουθία της (skn), συγκλίνει

σ΄ ένα σηµείο s ∈ S, τότε d(x, S) = ‖x− s‖. Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι η

απόσταση επιτυγχάνεται (attained). Στο σχήµα 1.2 δίνονται παραδείγµατα

συνόλων, υποσυνόλων του R2, όπου η απόσταση στο πρώτο δεν επιτυγχάνεται,

στο δεύτερο επιτυγχάνεται µε ακριβώς ένα σηµείο και στο τρίτο µε άπειρο

πλήθος σηµείων.

Θα δούµε ότι για ένα χώρο Hilbert H και ένα S, κλειστό και κυρτό υποσύ-

νολό του, η απόσταση πάντα επιτυγχάνεται και µάλιστα µε µοναδικό τρόπο,

δηλαδή το πρόβληµα της ϐέλτιστης προσέγγισης έχει πάντα λύση και µάλιστα

µοναδική.

Πρόταση 1.3.2. ΄Εστω (X, 〈 , 〉) ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό

γινόµενο και M ⊂ X ένας πεπερασµένης διάστασης υπόχωρός του. Για

κάθε x ∈ X υπάρχει µοναδικό m ∈ M τέτοιο ώστε : d(x,M) = ‖x−m‖.
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Σχήµα 1.2

Απόδειξη. Θα δείξουµε πρώτα ότι υπάρχει µοναδικό m ∈ M τέτοιο ώστε

(x−m)⊥M και κατόπιν ότι αυτό το m είναι το Ϲητούµενο.

Προσδιορισµός του m: ΄Εστω {e1, e2, ..., en} µια ορθοκανονική ϐάση του M .

Τότε m =
∑n

i=1 miei, οπότε αν (x − m)⊥M , τότε (x − m)⊥ej για κάθε

j = 1, 2, ..., n. ΄Αρα

0 = 〈x−m, ej〉 = 〈x, ej〉−〈∑n
i=1 miei, ej〉 = 〈x, ej〉−mj ⇒ mj = 〈x, ej〉,

οπότε m =
n∑

j=1

〈x, ej〉ej. Εποµένως είναι mi = 〈x, ei〉, i = 1, 2, ..., n.

Αντιστρόφως, αν m ∈ M , m =
n∑

j=1

〈x, ej〉ej , τότε για κάθε z ∈ M , z =

∑n
i=1 ziei, έχουµε:

〈x−m, z〉 =
n∑

i=1

zi〈x−m, ei〉 =
n∑

i=1

zi


〈x, ei〉 −

n∑

j=1

〈x, ej〉〈ej , ei〉


 = 0

και άρα (x−m)⊥M .

΄Εστω τώρα m ∈ M , (x − m)⊥M . Τότε, για κάθε y ∈ M, y 6= m, το

(y −m) ∈ M , οπότε (x−m)⊥(y −m). Από Πυθαγόρειο ϑεώρηµα έχουµε:

‖x− y‖2 = ‖x−m+m− y‖2 = ‖x−m‖2 + ‖m− y‖2 > ‖x−m‖2

⇒ ‖x− y‖ ≥ ‖x−m‖, για κάθεy ∈ M ⇒ d(x,M) = ‖x−m‖.
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Σχήµα 1.3: d(x,M) = ‖x−m‖.

Μια γεωµετρική αναπαράσταση της παραπάνω πρότασης στον χώρο X = R3,

µε M = (xOy) ∼= R2, ϕαίνεται στο Σχήµα 1.3. Το −→m είναι η ορθή προβολή

του −→x στον M και δίνεται από τη σχέση −→m = (−→x · −→i )−→i + (−→x · −→j )−→j .

Παράδειγµα 1.3.1. ΄Εστω ο χώρος X = L2(0, 1) και τα στοιχεία e0(t) =

1, e1(t) =
√
3(2t − 1) και x(t) = t2, t ∈ (0, 1). Το σύνολο {e0, e1} είναι

ορθοκανονικό. Πράγµατι, είναι :

〈e0, e1〉 =
ˆ 1

0
1 ·

√
3(2t− 1)dt =

√
3

2

ˆ 1

−1
udu = 0 και

‖e0‖2 =
ˆ 1

0
dt = 1, ‖e1‖2 =

ˆ 1

0
3(2t− 1)2dt =

3

2

ˆ 1

−1
u2du = 1.

΄Εστω M = [e0, e1] ο υπόχωρος του X που παράγεται από το {e0, e1}. Ζητάµε

να ϐρούµε την απόσταση του x(t) από τον M . Από την απόδειξη της πρότασης

1.3.2 ξέρουµε ότι d(x(t),M) = ‖x(t)−m(t)‖, όπου

m(t) = 〈x(t), e0〉e0 + 〈x(t), e1〉e1. (1.3)

Είναι : 〈x(t), e0〉 =
´ 1
0 t2dt = 1

3 και 〈x(t), e1〉 =
√
3
´ 1
0 t2(2t − 1)dt =

√
3
6 ,
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οπότε, από τη σχέση (1.3), παίρνουµε m(t) = t− 1
6 . Εποµένως

d(x(t),M) = ‖x(t)−m(t)‖ =

(
ˆ 1

0

(
t2 − t+

1

6

)2

dt

)1

2

=
1

6
√
5
.

Στη συνέχεια ϑα δούµε ότι η πρόταση 1.3.2 γενικεύεται σε κάθε κλειστό υπό-

χωρο (όχι µόνο πεπερασµένης διάστασης) ενός χώρου Hilbert.

Θεώρηµα 1.3.3. ΄Εστω (X, 〈, 〉) ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό

γινόµενο και M ⊂ X ένας κλειστός υπόχωρος. ΄Εστω ακόµη x ∈ X και

m ∈ M . Τότε :

(x−m)⊥M ⇔ d(x,M) = ‖x−m‖.

Απόδειξη. Αν (x−m)⊥M τότε, όπως στην απόδειξη της πρότασης 1.3.2, είναι

d(x,M) = ‖x−m‖.

΄Εστω τώρα d(x,M) = ‖x − m‖. Τότε για κάθε y ∈ M ϑα είναι ‖x − y‖ ≥
‖x−m‖. Επί πλέον για κάθε λ ∈ C το λy +m ∈ M για κάθε y ∈ M . ΄Αρα

‖x−m‖2 ≤ ‖x− (m+ λy)‖2 = 〈x−m− λy,x −m− λy〉
= ‖x−m‖2 − 2Re(λ〈y,x −m〉) + |λ|2‖y‖2 ⇒

2Re(λ〈y,x −m〉) ≤ |λ|2‖y‖2. (1.4)

Από τη σχέση (1.4), για λ = r〈y,x−m〉, r ∈ R∗
+ έχουµε:

2r|〈y,x −m〉|2 ≤ r2|〈y,x −m〉|2‖y‖2 ⇒ 〈y,x −m〉 = 0,

διότι, αν ήταν |〈y,x − m〉| 6= 0, ϑα έπρεπε 2 ≤ r‖y‖2, για κάθε r ∈ R∗
+,

άτοπο. Εποµένως 〈y,x −m〉 = 0 για κάθε y ∈ M , δηλαδή (x−m)⊥M .

Θεώρηµα 1.3.4. ΄Εστω H ένας χώρος Hilbert, h ∈ H και K ⊆ H , ένα

κλειστό και κυρτό υποσύνολο του H. Τότε υπάρχει µοναδικό k ∈ Kτέτοιο,

ώστε d = d(h,K) = ‖h− k‖.
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Απόδειξη. Από τον ορισµό της απόστασης (ως infimum), για κάθε n ∈ N

υπάρχει kn ∈ K:

‖h− kn‖ <
1

n
+ d, οπότε ‖h− kn‖ → d. (1.5)

Θα δείξουµε ότι η ακολουθία (kn) είναι Cauchy. Από τον κανόνα του παραλ-

ληλογράµµου έχουµε:

‖(kn − h)− (km − h)‖2 + ‖(kn − h) + (km − h)‖2

= 2‖kn − h‖2 + 2‖km − h‖2
⇒

‖kn − km‖2 + 4‖kn + km

2
− h‖2 = 2‖kn − h‖2 + 2‖km − h‖2 ⇒

‖kn − km‖2 ≤ 2‖kn − h‖2 + 2‖km − h‖2 − 4d2 ⇒
lim
n→∞
m→∞

‖kn − km‖2 = 0. (Πού χρησιµοποιήθηκε ότι το K είναι κυρτό ;)

΄Αρα η ακολουθία (kn) είναι Cauchy και εποµένως συγκλίνει σ΄ ένα k ∈ H.

Επειδή το K είναι κλειστό είναι k ∈ K. Εποµένως, από τη σχέση (1.5), έχουµε

‖h− k‖ = d.

Μένει να δειχθεί ότι το k είναι µοναδικό. ΄Εστω ότι υπάρχει και k′ ∈ K :

‖h− k′‖ = d. Τότε :

‖(k− h)− (k′ − h)‖2 + ‖(k− h) + (k′ − h)‖2

= 2‖k− h‖2 + 2‖k′ − h‖2
⇒

‖k− k′‖2 = 2d2 + 2d2 − 4‖k+ k′

2
− h‖2 ≤ 0 ⇒

‖k− k′‖ = 0 ⇒ k = k′.

Παρατήρηση 1.3.1. Για ένα κλειστό υπόχωρο M ενός χώρου Hilbert H το

µοναδικό στοιχείο m ∈ M µε την ιδιότητα d(x,M) = ‖x−m‖, ικανοποιεί και

τη σχέση ‖m‖ ≤ ‖x‖, αφού ‖x‖2 = ‖x−m‖2+‖m‖2 (Πυθαγόρειο ϑεώρηµα).

Το µοναδικό αυτό m ονοµάζεται ορθή προβολή του x πάνω στον χώρο M και

συµβολίζεται µε PMx. Εποµένως, για κάθε x ∈ H\M , το (x− PMx)⊥M και

αντιστρόφως, αν x ∈ H\M, m ∈ M µε (x − m)⊥M , τότε m = PMx. ΄Αρα

υπάρχει z = x− PMx 6= 0 τέτοιο ώστε z ∈ M⊥ και εποµένως M⊥ 6= {0} (ϐλ.

Ορισµό 1.4.1).
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1.4 Ορθογώνιο Συµπλήρωµα

΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και V1 ένας υ-

πόχωρός του. Ξέρουµε, από την Γραµµική ΄Αλγεβρα, ότι υπάρχει πάντα έ-

νας «συµπληρωµατικός» υπόχωρος V2 (όχι γενικά µοναδικός) τέτοιος, ώστε

V = V1 ∔ V2 (το ∔ συµβολίζει το αλγεβρικό ευθύ άθροισµα) και κάθε x ∈ V

γράφεται κατά µοναδικό τρόπο, ως x = x1 + x2 µε x1 ∈ V1 και x2 ∈ V2.

Στην άπειρη διάσταση η ιδιότητα αυτή, συνδυασµένη και µε την τοπολογική

δοµή του χώρου, διαφοροποιείται ϱιζικά. Αν V είναι ένας χώρος Banach και

E1 ένας κλειστός υπόχωρός του, δεν υπάρχει πάντα κλειστός υπόχωρος E2,

ώστε V = E1 ∔ E2.

Επίσης, αν M,N είναι κλειστοί υπόχωροι του V δεν έπεται ότι και το άθροισµά

τους είναι κλειστός υπόχωρος, ακόµα και αν ο V είναι χώρος Hilbert.

Στην περίπτωση του χώρου Hilbert, λόγω της ορθογωνιότητας, ϑα δούµε ότι

κάθε κλειστός υπόχωρος έχει πάντα συµπληρωµατικό κλειστό υπόχωρο και

µάλιστα τον «καλύτερο δυνατό»: Είναι ορθογώνιος µε τον αρχικό.

Ορισµός 1.4.1. ΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο ενός χώρου X µε εσωτε-

ϱικό γινόµενο. Ονοµάζουµε ορθογώνιο συµπλήρωµα του S, το σύνολο :

S⊥ = {x ∈ X : 〈x, s〉 = 0 για κάθε s ∈ S}.

Λήµµα 1.4.2. ΄Εστω S, S1, S2 µη κενά υποσύνολα ενός χώρου X µε εσω-

τερικό γινόµενο. Τότε ισχύουν :

(i) Το S⊥ είναι κλειστός υπόχωρος του X.

(ii) Αν S1 ⊆ S2 τότε S⊥
2 ⊆ S⊥

1 .

(iii) S ⊆ S⊥⊥ (S⊥⊥ ==
oρσ

(S⊥)⊥).

(iv) S⊥ = S⊥⊥⊥.

(v) Αν x ∈ S ∩ S⊥ τότε x = 0.

(vi) Αν S είναι πυκνό στον X, τότε S⊥ = {0}.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω (xn) µια ακολουθία στοιχείων του S⊥: xn → x. Τότε

〈xn, s〉 → 〈x, s〉 για κάθε s ∈ S. ΄Οµως 〈xn, s〉 = 0 για κάθε n ∈ N, οπότε


