
Θεωρία Τελεστών - Εαρινό 2023
∆ιδάσκων: Γ. Ψαραδάκης, Γραϕείο 118 email: gpsaradakis@uowm.gr

Πρόγραµµα: Τρίτη (Β5) και Πέµπτη 16:00-18:00

Σύγγραµµα: Σ. Καρανάσιος - Θεωρία Τελεστών και Εϕαρµογές, 2η έκδ., Εκδόσεις ΤΣΟΤΡΑΣ 2017

΄Υλη: Κανονικά πρέπει να γίνονται τα 4 (ή και 5 αν υπάρχει χρόνος) πρώτα κεϕάλαια, αλλά...

∆ιάρκεια µαθηµάτων: 11 εβδοµάδες (06Μαρτίου - 07 Απριλίου και 24 Απριλίου - 02 Ιουνίου)

Ηµερολόγιο Μαθήµατος

Με λοξά γράµµατα εµϕανίζεται υλικό εκτός βιβλίου.

ΤΡΙΤΗ 07/03

Προπαρασκευαστικό υλικό: στοιχεία θεωρίας συνόλων, απεικονίσεις (αντίστροϕη εικόνα, ένα προς ένα,
επί, περιορισµός, επέκταση), inf/sup και ο µεταβολικός ορισµός τους.

∆ιανυσµατικοί χώροι (δ.χ.).

∆.χ. µε εσωτερικό γινόµενο. Απόδειξη ανισότηταςCauchy-Schwarz.

ΠΕΜΠΤΗ 09/03

Υπόχωρος δ.χ.. Παραδείγµατα δ.χ. µε εσωτερικό γινόµενο (Cn, coo, ℓ2, C([a, b];C)) και η µορϕή
της ανισότητας Cauchy-Schwarz. ∆. χ. µε νόρµα. Επαγόµενη νόρµα σε δ.χ. µε εσωτερικό γινόµενο -
απόδειξη.

ΤΡΙΤΗ 14/03

Μετρικοί χώροι (µ.χ.). Συνεχείς συναρτήσεις µεταξύ µ.χ.. Ακολουθιακά συνεχείς συναρτήσεις. Η
ακολουθιακή συνέχεια είναι ισοδυναµη µε την συνέχεια - Απόδειξη.

Απόδειξη συνέχειας του εσωτερικού γινοµένου ως προς την επαγόµενη νόρµα. Κανόνας του παραλλη-
λογράµµου και ταυτότητα πολικότητας. Πυθαγόρειο θεώρηµα. ΧώροιHilbert.

ΠΕΜΠΤΗ 16/03

Τοπολογικές έννοιες µ.χ. - πυκνό υποσύνολο και διαχωρησιµότητα. Ακολουθίες Cauchy - πλήρεις µ.χ..
∆ιατυπώσαµε την εξής πρόταση: Αν (X, d) είναι µ.χ. και (Y, d|Y×Y ) είναι πλήρης µ.υπόχωρος του,
τότε το Y είναι κλειστό υποσύνολο του X , και αν (X, d) είναι πλήρης µ.χ. και το Y είναι κλειστό
υποσύνολο τουX , τότε ο (Y, d|Y×Y ) είναι πλήρης µ.υπόχωρος. Η απόδειξη στο επόµενο µάθηµα.

ΤΡΙΤΗ 21/03

Αποδείξαµε το παραπάνω θεώρηµα. Θεώρηµα πλήρωσης µ.χ. (χωρίς απόδειξη). ∆ιάσταση δ.χ.. Κάθε
χώρος πεπερασµένης διάστασης είναι πλήρης (χωρίς απόδειξη). Σε ένα χώρο πεπερασµένης διάστασης
οποιεσδήποτε δυο νόρµες είναι ισοδύναµες (χωρίς απόδειξη).

(Επιστροϕήστοβιβλίο.) Παραδείγµατα χώρωνHilbert: ο χώροςCn µε το κανονικό εσωτερικό γινόµε-
νο, ο χώρος ℓ2 µε το ⟨x,y⟩ =

∑
n∈N xnyn, όπου x = {xn}n∈N ∈ ℓ2 και y = {yn}n∈N ∈ ℓ2 -

Απόδειξη (µέχρι την ύπαρξη του ορίου µιας ακολουθίαςCauchy του ℓ2).
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ΠΕΜΠΤΗ 23/03

Ολοκλήρωση της προηγούµενης απόδειξης. Ο coo ως παράδειγµα µηHilbert χώρου που είναι όµως
πυκνός στον ℓ2 (αποδείξαµε οτι η ακολουθία των ουρών µια συγλίνουσας σειράς, συγκλίνει στο µηδέν).
ΟC([0, 1];C)ωςπαράδειγµαµηHilbert χώρου. Εξηγήσαµεπως εϕαρµόζεται το θεώρηµαπλήρωσης
µ.χ. για να δείξουµε οτι: για κάθε χώρο µε εσωτερικό γινόµενοX , υπάρχει χώροςHilbert στον οποίο ο
X εµϕυτεύεται γραµµικά και ισοµετρικά ως πυκνός υπόχωρος.

ΤΡΙΤΗ 28/03

§1.3 Βέλτιστη Προσέγγιση - Ορθή Προβολή (έγιναν όλες οι αποδείξεις).

ΠΕΜΠΤΗ 30/03

§1.4 Ορθογώνιο συµπλήρωµα (µέχρι και την απόδειξη του Θεωρήµατος 1.4.3.).

ΤΡΙΤΗ 04/04

Ολοκληρώσαµε την §1.4 (αποδείξαµε τα πορίσµατα 1.4.4-1.4.6). Αναϕέραµε το θεώρηµα επέκτασης
τουHahn και είδαµε πως αυτό συνεπάγεται το θεώρηµα επέκτασης τουBanach. Ορίσαµε τον δυϊκόX∗

ενός δ.χ. µε νόρµαX και επαναδιατυπώσαµε (µε τη βοήθεια του ορισµού αυτού) το θεώρηµα επέκτασης
του Banach. Αποδείξαµε την Πρόταση 1.5.1. Επίσης, αιτιολογήσαµε το ‘‘δυϊκός’’, ανακτώντας την
νόρµα ενός στοιχείου τουX απο τα στοιχεία τουX∗.

ΠΕΜΠΤΗ 06/04

Ισοδύναµοι ορισµοί δυϊκού χώρου. Θεώρηµα Αναπαράστασης τουRiesz για χώρουςHilbert:

∀ f ∈ H∗, ∃! xf ∈ H τέτοιο ώστε f(y) = ⟨y, xf ⟩ ∀ y ∈ H. (1)

ΚΑΛΟΠΑΣΧΑ

ΤΡΙΤΗ 25/04

2ο Κεϕάλαιο. §2.1: Συµβολίζουµε µε L(X,Y ) το σύνολο όλων των γραµµικών απεικονίσεων από
το διανυσµατικό χώροX στον διανυσµατικό χώρο Y . ΑνX,Y είναι χώροι µε νόρµα, συµβολίζουµε
µε B(X,Y ) το συνόλο όλων των L(X,Y ) που είναι επιπλέον ϕραγµένοι, δηλαδή T ∈ B(X,Y )
αν T ∈ L(X,Y ) και sup{∥T (x)∥ | x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1} < ∞. Λέµε τα στοιχεία του B(X,Y )
ϕραγµένους γραµµικούς τελεστές. ΑνT ∈ B(X,Y ), ηΠρόταση 2.1.2 δίνει ισοδύναµες εκϕράσεις για
τον αριθµό sup{∥T (x)∥ | x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1}. Ενώ ηΠρόταση 2.1.3 δίνει ισοδύναµους ορισµούς του
B(X,Y ). Το Θεώρηµα 2.1.4 λέει ότι αν T ∈ B(D,Y ), όπουD είναι πυκνός υπόχωρος ενός χώρου
µε νόρµαX , και Y είναι χώρος Banach, τότε ∃! T̃ ∈ B(X,Y ) µε T̃ = T στονD και ∥T̃∥ = ∥T∥.

ΠΕΜΠΤΗ 27/04

Ολοκληρώσαµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.1.4 και περάσαµε στην §2.3. ∆είξαµε ότι οB(X,Y )
εϕοδιασµένος µε την πράξη της πρόσθεσης (+) στοιχείων του και τον πολλάπλασιασµό (·) µιγαδικών
αριθµών µε στοιχεία του, είναι ένας διανυσµατικός χώρος. Με τις πράξεις αυτές, δείξαµε ότι η απει-
κόνιση

T 7→ sup{∥T (x)∥ | x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1},

2



ορίζει µια νόρµα στον B(X,Y ) που λέγεται νόρµα τελεστών. Τέλος αποδείξαµε αν ο Y είναι χώρος
Banach, τότε ο χώρος B(X,Y ) µε τη νόρµα τελεστών είναι επίσης χώρος Banach.

ΤΡΙΤΗ 02/05

§2.4ΑνH,K είναι χώροιHilbert, γράϕουµε (H×K)∗ για το σύνολο όλων τωνϕραγµένων sesquilin-
ear συναρτησοειδών στονH ×K . ∆είξαµε ότι κάθε απεικόνιση b : H ×K → C που δίνεται από
τον τύπο b(x, y) := ⟨Ax, y⟩ για κάποιονA ∈ B(H ×K), ανήκει στον (H ×K)∗. Αντιστρόϕως,
χρησιµοποιήσαµε το θεώρηµα αναπαράστασης τουRiesz για να αποδείξουµε ότι:

∀ b ∈ (H ×K)∗, ∃Ab ∈ B(H,K) τ.ω. b(x, y) = ⟨Abx, y⟩ ∀ x ∈ H, y ∈ K. (2)

Χρησιµοποιώντας τη (2), αποδείξαµε ότι

∀A ∈ B(H,K), ∃!A⋆ ∈ B(K,H) τ.ω. ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A⋆y⟩ ∀ x ∈ H, y ∈ K. (3)

Αποδείξαµε τις ιδιότητές τουA⋆ (Πρόταση 2.5.3 - µόνο η ιδιότητα (iii) απαιτείH = K).

ΠΕΜΠΤΗ 04/05

Πυρήνας, εικόνα ϕραγµένου γραµµικού τελεστή και οι ιδιότητες τους (Θεώρηµα 2.5.5). §2.6 Αποδε-
ίξαµε ότι

A ∈ B(H)


⇒ H = Ker(A)⊕ Im(A) (Πρόταση 2.6.2),
⇔ ⟨Ax, x⟩ ∈ R ∀x ∈ H (Πρόταση 2.6.3),
⇒ ∥A∥ = sup∥x∥≤1 |⟨Ax, x⟩| (Θεώρηµα 2.6.4).

ΤΡΙΤΗ 09/05

Ορισµοί:Θετικός, αυτοσυζυγής, ορθοµοναδιαίος, ισοµετρικός τελεστής και σχέσεις µεταξύ τους (Πρότα-
ση 2.6.7). Γενικευµένη ανισότητα Cauchy-Schwarz. Αποδείξαµε το Θεώρηµα 2.6.10: µια µονότονη
και ϕραγµένη ακολουθία αυτοσυζυγών τελεστών έχει µοναδικό όριο έναν αυτοσυζυγή τελεστή.

ΠΕΜΠΤΗ 11/05

Αντίστροϕη απεικόνιση γενικά. Αντιστροϕή γραµµικής απεικόνισης µεταξύ διανυσµατικών χώρων.
Ορισµός αντιστρόϕου ενός ϕραγµένου γραµµικού τελεστή και ύπαρξη αυτού µέσω του Θεωρήµατος
Ανοικτής Απεικόνισης (απο τη Συναρτησιακή Ανάλυση). Κάτω ϕραγµένοι γραµµικοί τελεστές και
ύπαρξη αντιστρόϕου (Θεώρηµα 2.7.5). Αντίστροϕος τελεστής και χώροιHilbert (Πρόταση 2.7.8).

ΤΡΙΤΗ 16/05

Αποδείξαµε το θεώρηµα 2.7.11 και τηνΠρόταση 2.7.12. §2.12 Το ϕάσµα ενός τελεστή. Αποδείξαµε την
Πρόταση 2.12.2.

ΠΕΜΠΤΗ 18/05

Επανάληψη της έννοιας του ϕάσµατος τελεστή. Αποδείξαµε την Πρόταση 2.12.3. §2.12.1 ∆ιαµέριση
ϕάσµατος. Ορισµοί για σηµειακό ϕάσµα, προσεγγιστικά σηµειακό ϕάσµα και ϕάσµα συµπίεσης, και
σχέσεις µεταξύ τους.
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ΤΡΙΤΗ 23/05

Επανάληψη των ορισµών σηµειακού ϕάσµατος, προσεγγιστικά σηµειακού ϕάσµατος και ϕάσµατος
συµπίεσης. Υπενθύµιση των µεταξύ τους σχέσεων. Σχέση ϕασµατος τελεστή µε το ϕάσµα του συζυγή
του - Πρόταση 2.12.6. Ιδιότητες ϕάσµατος ϕυσιολογικού τελεστή - Θεώρηµα 2.12.7.

ΠΕΜΠΤΗ 25/05

Ιδιότητες ϕάσµατος αυτοσυζυγή τελεστή - Πρόταση 2.12.8 και Θεώρηµα 2.12.9.

ΤΡΙΤΗ 30/05

Επιστροϕή στην §2.4: ΈστωH είναι χώροςHilbert. Μια sesquilinear απεικόνιση b : H ×H → C
θα λέγεται ϕραγµένη αν υπάρχει c > 0 τέτοιος ώστε |b(x, y)| ≤ c∥x∥∥y∥ για κάθε x, y ∈ H
και πιεστική (coercive) αν υπάρχει c′ > 0 τέτοιος ώστε Re[b(x, x)] ≥ c′∥x∥2 για κάθε x ∈ H .
Αποδείξαµε το ακόλουθο:
Θεώρηµα Lax-Milgram: Έστω b : H × H → R είναι µια ϕραγµένη και πιεστική sesquilinear
απεικόνιση. Τότε

∀ f ∈ H∗, ∃! x(b)f ∈ H τέτοιο ώστε f(y) = b(y, x
(b)
f ) ∀ y ∈ H. (4)

Παρατήρηση: Το θεώρηµα Lax-Milgram αποτελεί µια επέκταση του θεωρήµατος αναπαράστασης
του Riesz. Πράγµατι, η απεικόνιση b(x, y) : H × H → C µε τύπο b(x, y) = ⟨x, y⟩ είναι
sesquilinear (απο ιδιότητες εσωτερικού γινοµένου), ϕραγµένη (απο ανισότηταCauchy-Schwarz), και
πιεστική (διότι b(x, x) = ∥x∥2 για κάθε x ∈ H). Εποµένως η (4) λέει το ίδιο µε την (1) σε αυτή την
περίπτωση.
Απόδειξη: Απο (2) και (3), υπάρχει Ab ∈ B(H) τ.ω. b(x, y) = ⟨x,A⋆

by⟩ για κάθε x, y ∈ H .
Έστω f ∈ H∗. Από (1), υπάρχει µοναδικό xf ∈ H τ.ω. f(y) = ⟨y, xf ⟩ για κάθε y ∈ H . Ας
υποθέσουµε ότι

∃ z ∈ H τ.ω. xf = A⋆
bz. (5)

Τότε f(y) = ⟨y, xf ⟩ = ⟨y,A⋆
bz⟩ = b(y, z) για κάθε y ∈ H . Εποµένως αρκεί να δείξω την (5)

και επίσης ότι το z της (5) είναι και µοναδικό. Αρκεί να δείξω ότι οA⋆
b είναι αντιστρέψιµος (διότι τότε

z = (A⋆
b)

−1xf θα είναι µοναδικό εϕόσονxf είναι µοναδικό και ηA⋆
b θα είναι ένα-προς-ένα). Αρκεί να

δείξω οτι οA⋆
b είναι ένα-προς-ένα και επί τουH , δηλαδή ότιKer(A⋆

b) = {0H} και Im(A⋆
b) = H :

Ker(A⋆
b) = {0H}: Αν x ∈ H είναι τ.ω. A⋆

bx = 0H , τότε

c′∥x∥2 ≤ Re[b(x, x)] =
1

2
(b(x, x) + b(x, x)) =

1

2
(⟨x,A⋆

bx⟩+ ⟨A⋆
bx, x⟩) = 0,

δηλ. x = 0H . □

Im(A⋆
b) = H : Αρκεί να δείξουµε ότι Im(A⋆

b) = H και ότι το Im(A⋆
b) είναι κλειστός υπόχωρος.

Όµως,
Im(A⋆

b) = H ⇔ (Im(A⋆
b))

⊥ = {0H} ⇔ Ker(Ab) = {0H}.

Αν x ∈ H είναι τ.ω. Abx = 0H , τότε όπως και πρίν

c′∥x∥2 ≤ 1

2
(⟨x,A⋆

bx⟩+ ⟨A⋆
bx, x⟩) =

1

2
(⟨Abx, x⟩+ ⟨x,Abx⟩) = 0,
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δηλ. x = 0H , άραKer(Ab) = {0H}. Τέλος, έστω {xk ∈ H}k∈N είναι τ.ώ. η {yk = A⋆
bxk}k∈N

να είναι συγκλίνουσα στο y ∈ H . Τότε

c′∥xk−xj∥2 ≤ Re[b(xk−xj , xk−xj)] = Re⟨xk−xj , A
⋆
b(xk−xj)⟩ = Re⟨xk−xj , yk−yj⟩

⇒ c′∥xk − xj∥2 ≤ |⟨xk − xj , yk − yj⟩| ≤ ∥xk − xj∥∥yk − yj∥

⇒ c′∥xk − xj∥ ≤ ∥yk − yj∥,

που µας λέει ότι η {xk}k∈N είναι Cauchy, εποµένως συγκλίνει στο x ∈ H . ΄Αρα, y = lim yk =
limA⋆

bxk = A⋆
bx, η τελευταία λόγω της συνέχειας τουA⋆

b . □■

Εϕαρµογή του Θ. Lax-Milgram σε προβλήµατα συνοριακών τιµών γραµµικών ελλιπτικών διαϕορι-
κών εξισώσεων. Βέλτιστη ανισότητα Poincaré και coercivity διγραµµικών απεικονίσεων.

ΠΕΜΠΤΗ 01/06

Αποδείξαµε το ακόλουθο θεώρηµα:
Θεώρηµα σταθερού σηµείου του Banach: Έστω (X, d) ένας πλήρης µετρικός χώρος και T µια συ-
στολή στονX , δηλ. υπάρχει a ∈ (0, 1) τ.ω. d(T (x), T (y)) ≤ ad(x, y) για κάθε x, y ∈ X . Τότε
η T έχει ακριβώς ένα σταθερό σηµείο, δηλ. υπάρχει x ∈ X τ.ω. T (x) = x.
Είδαµε πως εϕαρµόζεται το παραπάνω θεώρηµα στην επίλυση συνήθων διαϕορικών εξισώσεων και
ολοκληρωτικών εξισώσεων.

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ ΣΤΗΝ ΕΞΕΤΑΣΗ
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