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Τέταρτο Σετ Ασκήσεων

Σε όλες τις παρακάτω ασκήσεις, τοH συµβολίζει έναν χώροHilbert.

΄Ασκηση 1 Αν A,B ∈ B(H) και ο I − AB είναι αντιστρέψιµος, δείξτε ότι και ο I − BA είναι
αντιστρέψιµος µε αντίστροϕο τον τελεστή I +B(I −AB)−1A.

΄Ασκηση 2 ∆είξτε ότι οιA,B ∈ B(H) είναι αντιστρέψιµοι, αν και µόνο αν οιAB, BA είναι αντι-
στρέψιµοι.

΄Ασκηση 3 ΈστωA ∈ B(H). ∆είξτε ότι αν οιA καιA⋆ είναι κάτω ϕραγµένοι, τότε οA είναι αντι-
στρέψιµος.

΄Ασκηση 4ΈστωA ∈ B(H) είναι ϕυσιολογικός. Να δείξετε οτι οA είναι αντιστρέψιµος αν και µονο
αν είναι κάτω ϕραγµένος.

΄Ασκηση 5ΈστωA ∈ B(H) είναι αυτοσυζυγής και υποθέτουµε ότι υπάρχει x ∈ H µε ∥x∥ = 1 και
∥Ax∥ = ∥A∥. ∆είξτε ότι

(i) A2x = ∥A∥2x.

(ii) είτεAx = ∥A∥x είτεAy = −∥A∥y για κάποιο y ∈ H µε ∥y∥ = 1.

(iii) Αν επιπλέον οA είναι θετικός τελεστής, τότεAx = ∥A∥x.
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