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Τρίτο Σετ Ασκήσεων

΄Ασκηση 1∆είξτε ότι ανX είναι διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο, τότε

∥x∥ = sup
∥z∥≤1

|⟨x, z⟩| ∀ x ∈ X.

΄Ασκηση 2 Έστω X όπως στην ΄Ασκηση 1. Αν x ∈ X και {xn ∈ X}n∈N είναι τέτοια ώστε
∥xn∥ → ∥x∥ και ⟨xn, x⟩ → ⟨x, x⟩, δείξτε ότι ∥xn − x∥ → 0.

΄Ασκηση 3Έστω T ∈ L(X), όπουX όπως στην ΄Ασκηση 1. ∆είξτε ότι

i
(
⟨T (x+ iy), x+ iy⟩ − ⟨T (x− iy), x− iy⟩

)
= 2

(
⟨Tx, y⟩ − ⟨x, Ty⟩

)
∀ x, y ∈ X.1

Στη συνέχεια, θέτωντας y/i στη θέση του y, δείξτε ότι

⟨T (x+ y), x+ y⟩ − ⟨T (x− y), x− y⟩ = 2
(
⟨Tx, y⟩+ ⟨x, Ty⟩

)
∀ x, y ∈ X.2

΄Ασκηση 4ΈστωT,X όπως στην ΄Ασκηση 2. Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα πολικότητας (βλέπε
δεύτερη υποσηµείωση), αποδείξτε ότι ⟨Tx, x⟩ = 0 για κάθε x ∈ X αν και µονο αν T ≡ 0.

΄Ασκηση 5ΈστωA ∈ B(H), όπουH είναι χώροςHilbert. ∆είξτε ότι

(i) A = A⋆ ⇔ ⟨Ax, x⟩ ∈ R για κάθε x ∈ H .

(ii) AA⋆ = A⋆A ⇔ ∥Ax∥ = ∥A⋆x∥ για κάθε x ∈ H .

΄Ασκηση 6Στο χώρο
(
C([0, 1]), ∥·∥∞

)
, να αποδείξετε ότι η νόρµα του γραµµικού συναρτησοειδούς

T (f) :=

∫ 1

0
tf(t)dt,

είναι 1/2. 3

1Εποµένως για αυτοσυζυγή T ∈ B(H) έχουµε

⟨Tx, y⟩ ∈ R ⇒ ⟨T (x+ iy), x+ iy⟩ − ⟨T (x− iy), x− iy⟩ = 0.

2Παρατηρείστε ότι προσθέτωντας κατα µέλη τις δύο αυτές ισότητες, προκύπτει αµέσως η ταυτότητα πολικότητας:

⟨Tx, y⟩ = 1

4

{
⟨T (x+ y), x+ y⟩ − ⟨T (x− y), x− y⟩+ i

(
⟨T (x+ iy), x+ iy⟩ − ⟨T (x− iy), x− iy⟩

)}
3Υπενθύµιση: ∥f∥∞ := maxx∈[0,1] |f(x)|, f ∈ C([0, 1])
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