
Θεωρία Τελεστών - Εαρινό 2023

Πρώτο Σετ Ασκήσεων
Συµβολισµός για τις 2 πρώτες ασκήσεις: C([a, b]) := {f : [a, b] → R | συνεχής}, όπου−∞ <
a < b < ∞.

΄Ασκηση 1Έστω 1 < p ̸= 2. Αποδεχτείτε ότι η απεικόνιση ∥ · ∥p : C([a, b]) → [0,∞) µε τύπο

∥f∥p :=
(∫ b

a
|f(t)|pdt

)1/p

, (1)

είναι νόρµα στονC([a, b]) και δείξτε ότι αυτή δεν προέρχεται απο εσωτερικό γινόµενο.
[Υπόδειξη: Αν f ∈ C([0, 1]) είναι µια συνάρτηση µε f(t0) = 0 για κάποιο t0 ∈ (0, 1), θεωρήστε
µια δεύτερη συνάρτηση g ∈ C([0, 1]) µε τύπο g(t) = f(t) στο [0, t0], g(t) = −f(t) στο (t0, 1]].

΄Ασκηση 2Έχουµε δει οτι η απεικόνιση ⟨·, ·⟩ : C([a, b])× C([a, b]) → R µε τύπο

⟨f, g⟩ :=
∫ b

a
f(t)g(t)dt, (2)

ορίζει εσωτερικό γινόµενο στονC([a, b]).

1. ∆είξτε ότι για κάθε f ∈ C([−π, π]), έχουµε∣∣∣ ∫ π

−π
f(t) sin t dt

∣∣∣ ≤ √
π∥f∥,

όπου ∥ · ∥ είναι η επαγόµενη απο το εσωτερικό γινόµενο (2) νόρµα.
2. Θεωρούµε τώρα το σύνολοC1([a, b]) := {f : [a, b] → R | συνεχώς παραγωγίσιµη}1.

(i) ∆είξτε ότι η απεικόνιση ⟨·, ·⟩1 : C1([a, b])× C1([a, b]) → R µε τύπο

⟨f, g⟩1 :=

∫ b

a

[
f(t)g(t) + f ′(t)g′(t)

]
dt, (3)

ορίζει εσωτερικό γινόµενο στονC1([a, b]).

(ii) ∆είξτε ότι για κάθε f ∈ C1([−π, π]), έχουµε∣∣∣ ∫ π

−π

(
f(t) cos t− f ′(t) sin t

)
dt
∣∣∣ ≤ √

2π∥f∥,

όπου ∥ · ∥ είναι η επαγόµενη απο το εσωτερικό γινόµενο (3) νόρµα.

΄Ασκηση 3Αποδείξτε την ταυτότητα πολικότητας: σε κάθε µιγαδικό διανυσµατικό χώρο V µε εσωτε-
ρικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ : V × V → C, έχουµε

⟨x, y⟩ = 1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 + i∥x+ iy∥2 − i∥x− iy∥2

)
, ∀ x, y ∈ V,

όπου ∥ · ∥ : V → [0,∞) είναι η επαγόµενη απο το εσωτερικό γινόµενο νόρµα.

΄Ασκηση 4 ∆είξτε οτι ο coo := {x = {xn ∈ C}n∈N | xn = 0 ∀n ≥ N για κάποιοN ∈ N}
εϕοδιασµένος µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο ⟨x,y⟩ :=

∑
n∈N xnyn, δεν είναι χώροςHilbert.

1δηλαδή η πρώτη παράγωγος υπάρχει στο [a, b], και ως συνάρτηση είναι συνεχής στο [a, b]
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1 Λύσεις-Υποδείξεις:

΄Ασκηση 1Έστω f, g είναι οι συναρτήσεις της υπόδειξης. Τότε

∥f + g∥2p =
(∫ 1

0
|f + g|p

)2/p
=

(∫ t0

0
|2f |p

)2/p
= 4

(∫ t0

0
|f |p

)2/p
= 4A2/p,

όπουA :=
∫ t0
0 |f |p. Οµοίως,

∥f − g∥2p =
(∫ 1

0
|f − g|p

)2/p
=

(∫ 1

t0

|2f |p
)2/p

= 4
(∫ 1

t0

|f |p
)2/p

= 4B2/p,

όπουB :=
∫ 1
t0
|f |p. Ακόµη,

∥f∥2p =
(∫ 1

0
|f |p

)2/p
=

(∫ t0

0
|f |p +

∫ 1

t0

|f |p
)2/p

= (A+B)2/p,

και

∥g∥2p =
(∫ 1

0
|g|p

)2/p
=

(∫ t0

0
|f |p +

∫ 1

t0

|f |p
)2/p

= (A+B)2/p.

Εποµένως ο κανόνας του παραλληλογράµµου για τις f, g είναι ισοδύναµος µε την

A2/p +B2/p = (A+B)2/p, ∀A,B ≥ 0.

Ητελευταία είναι προϕανώς αληθής όταν p = 2. Αν όµως p ̸= 2, παίρνονταςA = B ̸= 0 βλέπουµε
αµέσως ότι δεν είναι αληθής.

΄Ασκηση 2Τα 1 και 2(ii) προκύπτουν απο την ανισότηταCauchy − Schwarz.

΄Ασκηση 3Πράξεις (γραµµική ιδιότητα του εσωτερικού γιοµένου).

΄Ασκηση4∆είξτε ότι η ακολουθία{x(n) := (1, 1/2, 1/3, ..., 1/n, 0, 0, ...)} είναι ακολουθίαCauchy.
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