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ΘΕΜΑ 1 [1/10]

Υπολογίστε το
∫
Ω
f , όταν f(x, y) = ln(x2+y2+1) καιΩ = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 ≤

9}.

Λύση: Είναι Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 32}. Εποµένως αλλάζουµε µεταβλητές
χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες, δηλαδή x = r cos θ, y = r sin θ, όπου (r, θ) ∈
[0, 3]× [0, 2π). Εύκολα βλέπουµε (είναι και στο τυπολόγιο που σας δίνεται) ότι η ορίζουσα
του Ιακωβιανού πίνακα είναι ίση µε r. ΄Αρα∫
Ω

f =

∫ 2π

0

∫ 3

0

ln(r2+1) rdrdθ = π

∫ 3

0

ln(r2+1)d(r2+1) = ... = π(10 ln 10−9).

ΘΕΜΑ 2 [1/10]

Έστωf : R2 → Rµια συνεχής συνάρτηση. Σχεδιάστε την περιοχή ολοκλήρωσης και αλλάξ-
τε τη σειρά ολοκλήρωσης στο ακόλουθο διαδοχικό ολοκλήρωµα:

∫ 4

0

( ∫ √
y

y/2
f(x, y) dx

)
dy.

Λύση: Κάντε το σχήµα και προκύπτει ότι∫ 4

0

(∫ √
y

y/2

f(x, y) dx
)
dy =

∫ 2

0

(∫ 2x

x2

f(x, y) dy
)
dx.

ΘΕΜΑ 3 [1/10]

Υπολογίστε το
∫
C f , όπου f(x, y, z) = x+ z και C είναι η καµπύλη η οποία διαγράϕει µία

ϕορά την τοµή των επιϕανειών µε εξισώσεις x = z και y2 + z2 = 1.

Λύση: Μια παραµετρικοποίηση της καµπύλης C είναι η σ⃗(t) = (cos t, sin t, cos t), t ∈
[0, 2π). ΄Αρα σ⃗′(t) = (− sin t, cos t,− sin t) ⇒ ∥σ⃗′(t)∥ =

√
1 + sin2 t, εποµένως∫

C
f =

∫ 2π

0

2 cos t
√

1 + sin2 t dt = 2

∫ 2π

0

√
1 + sin2 t d(sin t) = ... = 0.

ΘΕΜΑ 4 [1/10]

Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫
S
f , όπου f(x, y, z) = x2z + y2z, (x, y, z) ∈ R3, και S

είναι το τµήµα του επιπέδου {(x, y, z) ∈ R3 : z = π+ x+ y}, που αποκόπτεται από τον
κύλινδρο {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 9, z ∈ R}.



Λύση: Το S είναι το κοµµάτι του επιπέδου {z = π + x + y} που έχει για προβολή στο
xy-επίπεδο τον κύκλο ακτίνας R = 3 και κέντρου (0, 0), εποµένως έχουµε την ακόλουθη
παραµετρικοποίηση του S:

Φ⃗(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ, π + r cosϕ+ r sinϕ), (r, ϕ) ∈ [0, 3]× [0, 2π).

Εύκολα υπολογίζουµε Φ⃗r × Φ⃗ϕ = r(−1, 1, 1) ⇒ ∥Φ⃗r × Φ⃗ϕ∥ = r
√
3. Επίσης f(Φ⃗) =

r2(π + r cosϕ+ r sinϕ). Εποµένως∫
S

f =
√
3

∫ 2π

0

∫ 3

0

r3(π+r cosϕ+r sinϕ)drdϕ = 2π2
√
3

∫ 3

0

r3 dr+0+0 =
81
√
3π2

2
.

ΘΕΜΑ 5 [(0,5+0,5+0,5+0,5=2)/10]

(Α) Βρείτε γ ∈ R τέτοιο ώστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
C F⃗ , µε

F⃗ (x, y, z) =
(
2x2 + xy,

1

2
(x2 − 7y + 2z), γy

)
, (x, y, z) ∈ R3,

να είναι ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης για όλες τις οµαλές καµπύλες τουR3.

(Β) Για το/τα γ του (Α), να βρείτε συνάρτηση f : R3 → R τέτοια ώστε F⃗ = ∇f .

(Γ) Έστω C είναι οµαλή καµπύλη στον R3 µε αρχή το (0, 0, 0) και τέλος το (0, 1, 1). Να
υπολογίσετε το

∫
C F⃗ µε τους εξής δυό τρόπους:

(i) χρησιµοποιώντας το (Β), και

(ii) απευθείας, µε επιλογή της καµπύλης C.

Λύση: (Α)Μπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι το διανυσµατικό πεδίο F⃗ είναι αστρόβιλο (δηλ.
(culrF⃗ )(x, y, z) = (0, 0, 0) στο R3), αν και µόνο αν γ = 1. Εποµένως (από θεωρήµα),
για γ = 1 το ζητούµενο ολοκλήρωµα είναι ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης για όλες τις
οµαλές καµπύλες τουR3.

(Β) Η f θα πρέπει να ικανοποιεί την

fx(x, y, z) = 2x2 + xy ⇒ f(x, y, z) =
2

3
x3 +

1

2
x2y + g(y, z).

Θα πρέπει επίσης

fy(x, y, z) =
1

2
(x2 − 7y + 2z) ⇒ 1

2
x2 + gy(y, z) =

1

2
(x2 − 7y + 2z) ⇒

g(y, z) = −7

4
y2 + zy + h(z).

΄Αρα f(x, y, z) = 2
3
x3 + 1

2
x2y − 7

4
y2 + zy + h(z). Θα πρέπει επίσης

fz(x, y, z) = y ⇒ y + h′(z) = y ⇒ h(z) = c.
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Χ.π.τ.γ. παίρνουµε c = 0 και καταλήγουµε στον τύπο

f(x, y, z) =
2

3
x3 +

1

2
x2y − 7

4
y2 + zy.

(Γ)-(i)Για οποιαδήποτε οµαλήκαµπύλη σ⃗ : [a, b] → R2, απο τον κανόνα της αλυσίδας παίρ-
νουµε

∫
σ⃗
F⃗ =

∫ b

a
d
dt

[
f
(
σ⃗(t)

)]
dt = f

(
σ⃗(b)

)
−f

(
σ⃗(a)

)
. ΑνC είναι οµαλή καµπύληστον

R3 µε αρχή το (0, 0, 0) και τέλος το (0, 1, 1), παίρνουµε
∫
C F⃗ = f(0, 1, 1)− f(0, 0, 0) =

−3
4
.

(Γ)-(ii) Μπορούµε να καταλήξουµε στο ίδιο αποτέλεσµα διαλέγοντας για παράδειγµα την
καµπύλη σ⃗ : [0, 1] → R3 µε τύπο σ⃗(t) = (0, t, t). Είναι σ⃗′(t) = (0, 1, 1), άρα

F⃗ (σ⃗(t)) · σ⃗′(t) = (0,−7

2
t+ t, t) · (0, 1, 1) = −3

2
t,

δηλαδή
∫
C F⃗ =

∫ 1

0
(−3

2
t) dt = −3

4
.

ΘΕΜΑ 6 [(0,5+1,5=2)/10]

Να επαληθεύσετε τοΘ.Gauss για το διανυσµατικόπεδίο F⃗ : R3 → R3 µε τύπο F⃗ (x, y, z) =
(x, y, z), στο χωρίοΩ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 4, 0 < z < 2}.

Λύση: ΤοΩ είναι κύλινδρος ακτίναςR = 2 και ύψους h = 2, άρα

Vol(Ω) = πR2 × h = 8π.

Επίσης (divF⃗ )(x, y, z) = 3. Εποµένως∫
Ω

divF⃗ =

∫
Ω

3 = 3Vol(Ω) = 24π.
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Απο την άλλη, ∫
∂Ω

F⃗ · ν⃗∂Ω =

∫
{x2+y2≤4, z=0}

F⃗ · (0, 0,−1)

+

∫
{x2+y2≤4, z=2}

F⃗ · (0, 0, 1)

+

∫
{x2+y2=4, 0<z<2}

F⃗ · 1
2
(x, y, 0)

=

∫
{x2+y2≤4, z=0}

(−z)

+

∫
{x2+y2≤4, z=2}

z

+
1

2

∫
{x2+y2=4, 0<z<2}

(x2 + y2)

=0

+ 2× π22

+ 2× 2π2× 2 = 24π.

ΘΕΜΑ 7 [(1+1=2)/10]

Να επαληθεύσετε το Θ. Stokes για το διανυσµατικό πεδίο F⃗ : R3 → R3 και την επιϕάνεια
S, όπου F⃗ (x, y, z) = (−y, x, z) και S είναι το προς τα πάνω προσανατολισµένο τµήµα
του γραϕήµατος της f(x, y) = x2y πάνω σε ένα τρίγωνο στο επίπεδο xy µε κορυϕές (0, 0),
(2, 0) και (0, 2).

Λύση: Το S είναι το κοµµάτι του γραϕήµατος {z = x2y} που έχει για προβολή στο xy-
επίπεδο το τρίγωνο µε κορυϕέςO(0, 0),A(2, 0) καιB(0, 2), εποµένως έχουµε την ακόλουθη
παραµετρικοποίηση του S:

Φ⃗(x, y) = (x, y, x2y), (x, y) ∈ D := {0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2− x}.

Εύκολα υπολογίζουµε
(
Φ⃗x × Φ⃗y

)
(x, y) = (−2xy,−x2, 1). Επειδή curlF⃗ (x, y, z) =

(0, 0, 2) έχουµε curlF⃗ (Φ⃗(x, y)) = (0, 0, 2), εποµένως∫
S

curlF⃗ =

∫ 2

0

∫ 2−x

0

curlF⃗ (Φ⃗) ·
(
Φ⃗x × Φ⃗y

)
dydx

=

∫ 2

0

∫ 2−x

0

2 dydx = ... = 4.

Από την άλλη, η καµπύλη ∂S είναι η ένωση των εξής τριών καµπυλών (συµβατών µε το
Φ⃗x × Φ⃗y για να ισχύει το Θ. Stokes):

• σ⃗1(t) = (t, 0, 0), t ∈ [0, 2] ⇒ σ⃗′
1(t) = (1, 0, 0),
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• σ⃗2(t) = (2− t, t, (2− t)2t), t ∈ [0, 2] ⇒ σ⃗′
2(t) = (−1, 1, 3t2 − 8t+ 4),

• σ⃗3(t) = (0, 2− t, 0), t ∈ [0, 2] ⇒ σ⃗′
3(t) = (0,−1, 0).

Αµέσως έχουµε ότι∫
σ⃗1

F⃗ =

∫ 2

0

F⃗ (σ⃗1(t)) · σ⃗′
1(t) dt =

∫ 2

0

(0, t, 0) · (1, 0, 0) dt = 0,

∫
σ⃗3

F⃗ =

∫ 2

0

F⃗ (σ⃗3(t)) · σ⃗′
3(t) dt =

∫ 2

0

(t− 2, 0, 0) · (0,−1, 0) dt = 0,

ενώ ∫
σ⃗2

F⃗ =

∫ 2

0

F⃗ (σ⃗2(t)) · σ⃗′
2(t) dt

=

∫ 2

0

(−t, 2− t, (2− t)2t) · (−1, 1, 3t2 − 8t+ 4) dt

=

∫ 2

0

(
2 + (2− t)2t(3t2 − 8t+ 4)

)
dt = ... = 4.

Φυσικά, δεν χρειάζεται να εκτελέσετε τον υπολογισµό για να βαθµολογηθεί πλήρως το θέµα.

∆ιάρκεια εξέτασης: 3 ώρες

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ
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