
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ∆ΥΤΙΚΗΣΜΑΚΕ∆ΟΝΙΑΣ

ΤΜΗΜΑΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

27/06/2025 - Εξέταση στο ‘‘Απειροστικός Λογισµός IV’’ (ΜΥ 41)

ΘΕΜΑ 1 [1/10]

Υπολογίστε το
∫
Ω
f , όπου f(x, y) = x καιΩ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 − 2x ≤ 0}.

Λύση: ΕίναιΩ = {(x, y) ∈ R2 : (x−1)2+y2 ≤ 1}. Εποµένως αλλάζουµε µεταβλητές
χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες γύρω από το (1, 0), δηλαδή x = 1+ r cos θ, y =
r sin θ, όπου (r, θ) ∈ [0, 1] × [0, 2π). Εύκολα βλέπουµε ότι η ορίζουσα του Ιακωβιανού
πίνακα είναι ίση µε r. ΄Αρα∫

Ω

f =

∫ 2π

0

∫ 1

0

(1 + r cos θ)r drdθ = 2π

∫ 1

0

r dr +

∫ 1

0

r2 dr

∫ 2π

0

cos θ dθ = π.

ΘΕΜΑ 2 [1/10]

Υπολογίστε τον όγκο που περικλείει ένα κυκλικό παραβολοειδές, Ph,R, ύψους h > 0 και
ακτίναςR > 0 σε αυτό το ύψος.

(Υπόδ.: Πάρτε π.χ. Ph,R = {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2 = R2(1+z/h), −h ≤ z ≤ 0}.)

Λύση: Εϕαρµόζουµε την αρχή του Cavalieri, ή αλλιώς πάρτε το τριπλό ολοκλήρωµα της
συνάρτησης f(x, y, z) = 1 πάνω στο χωρίο K που περικλείει η επιϕάνεια Ph,R. Είναι
Vol(K) =

∫ 0

−h
Area

(
D(R

√
1 + z/h)

)
dz, όπου D(R

√
1 + z/h) είναι ο δίσκος α-

κτίναςR
√
1 + z/h. Εποµένως

Vol(K) =

∫ 0

−h

πR2(1 + z/h) dz = πR2
(
h+

1

h

[
z2/2

]z=0

z=−h

)
= πR2h/2.

ΘΕΜΑ 3 [1/10]

Υπολογίστε τό
∫
C f , όπου f(x, y, z) = yz και C είναι η καµπύλη που προκύπτει από την

τοµή των επιϕανειών µε εξισώσεις y = x και z = x2, από το σηµείο (0, 0, 0)µέχρι το σηµείο
(1, 1, 1).

Λύση: Μια παραµετρικοποίηση της καµπύλης C είναι η σ⃗(t) = (t, t, t2), t ∈ [0, 1]. ΄Αρα
σ⃗′(t) = (1, 1, 2t) ⇒ ∥σ⃗′(t)∥ =

√
2 + 4t2, εποµένως∫

C
f =

∫ 1

0

t3
√
2 + 4t2 dt =

1

8

∫ 1

0

t2
√
2 + 4t2 d(2 + 4t2)

=
1

32

∫ 6

2

(s− 2)
√
s ds =

1

32

[2
5
s5/2 − 4

3
s3/2

]s=6

s=2
= ... .



ΘΕΜΑ 4 [1/10]

Υπολογίστε το
∫
S F⃗ · νS , όπου F⃗ (x, y, z) = (x, y, z), S είναι η κυλινδρική επιϕάνεια

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 4, 0 ≤ z ≤ 2

}
,

και νS είναι το µοναδιαίο κάθετο στην S µε ϕορά προς το εξωτερικό του κυλίνδρου.

Λύση: Το S είναι κύλινδρος ακτίνας R = 2 και ύψους h = 2, άρα Area(S) = 2πRh =

8π. Για κάθε (x, y, z) ∈ S έχουµε νS = 1
2
(x, y, 0). Εποµένως F⃗ · νS = 1

2
(x2 + y2),

δηλαδή ∫
S
F⃗ · νS =

1

2

∫
S
(x2 + y2) =

1

2

∫
S
4 = 2Area(S) = 16π.

ΘΕΜΑ 5 [(0,5+0,5+0,5+0,5=2)/10]

(Α) Είναι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
C F⃗ , µε

F⃗ (x, y) =
(
1 + 2xy sin(x2y), 1 + x2 sin(x2y)

)
, (x, y) ∈ R2,

ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης για όλες τις οµαλές καµπύλες τουR2;

(Β) Να βρείτε συνάρτηση f : R2 → R τέτοια ώστε F⃗ = ∇f .

(Γ) Έστω C είναι οµαλή καµπύλη στονR2 µε αρχή το (0, 0) και τέλος το (0, 1). Να υπολο-
γίσετε το

∫
C F⃗ µε τους εξής δυό τρόπους:

(i) χρησιµοποιώντας το (Β), και

(ii) απευθείας, µε επιλογή της καµπύλης C.

Λύση:Αν υπάρχει η συνάρτηση που ζητείται στο (Β) ερωτήµα, τότε η απάντηση στο (Α) είναι
καταϕατική, διότι τότε για οποιαδήποτε οµαλή καµπύλη σ⃗ : [a, b] → R2, απο τον κανόνα
της αλυσίδας παίρνουµε

∫
σ⃗
F⃗ =

∫ b

a
d
dt

[
f
(
σ⃗(t)

)]
dt = f

(
σ⃗(b)

)
− f

(
σ⃗(a)

)
. Μπορούµε

εύκολα να δείξουµε ότι το διανυσµατικό πεδίο F⃗ (εϕόσον επεκταθεί µε τον προϕανή τρόπο
στον R3) είναι αστρόβιλο (δηλ. (culrF⃗ )(x, y, z) = (0, 0, 0) στο R3), εποµένως η συνάρ-
τηση που ζητείται στο (Β) ερωτήµα υπάρχει λόγω θεωρήµατος που αποδείχτηκε στην τάξη.
Η f θα πρέπει να ικανοποιεί την

fx(x, y) = 1 + 2xy sin(x2y) ⇒ f(x, y) = x− cos(x2y) + g(y).

Θα πρέπει επίσης

fy(x, y) = 1 + x2 sin(x2y) ⇒ x2 sin(x2y) + g′(y) = 1 + x2 sin(x2y) ⇒ g′(y) = 1.

΄Αρα g(y) = y και η f έχει τύπο f(x, y) = x+ y− cos(x2y). Αν C είναι οµαλή καµπύλη
στον R2 µε αρχή το (0, 0) και τέλος το (0, 1), παίρνουµε

∫
C F⃗ = f(0, 1) − f(0, 0) = 1.

Μπορούµε να καταλήξουµε σε αυτό το απότέλεσµα διαλέγοντας για παράδειγµα την καµπύλη
σ⃗ : [0, 1] → R2 µε τύπο σ⃗(t) = (0, t). Είναι σ⃗′(t) = (0, 1), άρα F⃗ (σ⃗(t)) · σ⃗′(t) =

(1, 1) · (0, 1) = 1, δηλαδή
∫
C F⃗ = 1.
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ΘΕΜΑ 6 [(0,5+1,5=2)/10]

Να επαληθεύσετε το Θ. Gauss για το διανυσµατικό πεδίο F⃗ : R3 → R3 µε τύπο

F⃗ (x, y, z) = (x, y, z),

στο χωρίο

Ω =
{
(x, y, x) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 1, x, y, z > 0

}
.

Λύση: ΤοΩ είναι το πρώτο ογδοηµόριο µπάλας ακτίναςR = 1, άρα

Vol(Ω) =
1

8
× 4

3
πR3 = π/6.

Επίσης (divF⃗ )(x, y, z) = 3. Εποµένως∫
Ω

divF⃗ =

∫
Ω

3 = 3Vol(Ω) = π/2.

Απο την άλλη,∫
∂Ω

F⃗ · ν⃗∂Ω =

∫
{y2+z2≤1,x=0,y>0,z>0}

F⃗ · (−1, 0, 0)

+

∫
{x2+z2≤1,x>0,y=0,z>0}

F⃗ · (0,−1, 0)

+

∫
{x2+y2≤1,x>0,y>0,z=0}

F⃗ · (0, 0,−1)

+

∫
{x2+y2+z2=1,x>0,y>0,z>0}

F⃗ · (x, y, z)

=

∫
{y2+z2≤1,x=0,y>0,z>0}

(−x)

+

∫
{x2+z2≤1,x>0,y=0,z>0}

(−y)

+

∫
{x2+y2≤1,x>0,y>0,z=0}

(−z)

+

∫
{x2+y2+z2=1,x>0,y>0,z>0}

(x2 + y2 + z2)

=0

+ 0

+ 0

+ Area
({

x2 + y2 + z2 = 1, x > 0, y > 0, z > 0
})

.

Όµως το
{
x2 + y2 + z2 = 1, x > 0, y > 0, z > 0

}
είναι το πρώτο ογδοηµόριο σϕαίρας

ακτίναςR = 1, άρα

Area
({

x2 + y2 + z2 = 1, x > 0, y > 0, z > 0
})

=
1

8
× 4πR2 = π/2.
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ΘΕΜΑ 7 [(0,5+1,5=2)/10]

Να επαληθεύσετε το Θ. Stokes για το διανυσµατικό πεδίο F⃗ : R3 → R3 µε τύπο

F⃗ (x, y, z) = (xz, yz, xy),

στο κοµµάτι του πάνω ηµισϕαιρίου

S :=
{
(x, y, x) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 3, z > 0

}
,

που αποκόπτεται από τον κύλινδρο

S :=
{
(x, y, x) ∈ R3 : x2 + y2 = 2, z ∈ R

}
.

Λύση: Το κοµµάτι τηςS που αποκόπτεται από τον S είναι το

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 3, 1 ≤ z ≤
√
3}.

Μια παραµετρικοποίηση αυτού είναι η

Φ⃗(θ, φ) = (
√
3 sinφ cos θ,

√
3 sinφ sin θ,

√
3 cosφ), (θ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π/6].

Επειδή
(
curlF⃗

)
(x, y, z) = (x− y)(1, 1, 0), έχουµε∫

Σ

curlF⃗ =

∫ 2π

0

∫ π/6

0

(
curlF⃗

)
(Φ⃗(θ, φ)) ·

(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) dφdθ

= −3
√
3

∫ 2π

0

∫ π/6

0

sin3 φ(cos2 θ − sin2 θ) dφdθ

= −3
√
3

∫ 2π

0

sin3 φ dφ

∫ π/6

0

(cos2 θ − sin2 θ) dθ = 0.

Από την άλλη, µια παραµετρικοποίηση της καµπύλης

∂Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 2, z = 1},

(συµβατή µε το Φ⃗ϑ×Φ⃗φ για να ισχύει τοΘ. Stokes) είναι η σ⃗(t) = (
√
2 sin t,

√
2 cos t, 1),

t ∈ [0, 2π). Εποµένως σ⃗′(t) = (
√
2 cos t,−

√
2 sin t, 0)∫

∂Σ

F⃗ =

∫ 2π

0

F⃗ (σ⃗(t)) · σ⃗′(t) dt = 0.

∆ιάρκεια εξέτασης: 3 ώρες

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ
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ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}, ∃!(ρ, ϑ) ∈ (0,∞)× [0, 2π) ώστε

{
x = ρ cosϑ

y = ρ sinϑ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = ρ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση κύκλου κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

σ⃗(ϑ) = (ρ cosϑ, ρ sinϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π).

Είναι τότε
σ⃗′(ϑ) = ρ(− sinϑ, cosϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π),

εποµένως
∥σ⃗′(ϑ)∥ = ρ, ϑ ∈ [0, 2π).

ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y, z) ∈ R3\{(0, 0, 0)}, ∃!(ρ, ϑ, φ) ∈ (0,∞)×[0, 2π)×[0, π) ώστε


x = ρ sinφ cosϑ

y = ρ sinφ sinϑ

z = ρ cosφ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = −ρ2 sinφ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2 + z2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση της σϕαίρας κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

Φ⃗(ϑ, φ) = (ρ sinφ cosϑ, ρ sinφ sinϑ, ρ cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).

Είναι τότε(
Φ⃗ϑ×Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) = −ρ2 sinφ(sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)×[0, π),

εποµένως

∥
(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ)∥ = ρ2 sinφ, (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).


