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ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟΜΑΘΗΜΑ: ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ IV (ΜΥ 41)

ΘΕΜΑΤΑ

ΘΕΜΑ 1 (0,75/10+0,75/10=1,5/10)

Υπολογίστε:

(1) τον όγκο του χωρίουΩ := {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ π2, x, y, z ≥ 0}.

(11) το εµβαδό της επιϕάνειας S := Ω ∩ {y = 1}.

ΘΕΜΑ 2 (1/10+0,5/10+0,5/10=2/10)

(1) Υπολογίστε το
∫∫

B+
R(0)

e−x2−y2 dxdy, όπου B+
R(0) είναι το πάνω µισό του δίσκου

µε κέντρο (0, 0) και ακτίναR > 0, δηλ.

B+
R(0) := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ R2, y ≥ 0}.

(11) Παίρνοντας το όριο: R → ∞, συµπεράνετε ότι
∫∞
0

∫∞
−∞ e−x2−y2dxdy = π/2.

(111) ∆είξτε ότι
∫∞
0

e−x2
dx =

√
π/2.

ΘΕΜΑ 3 (0,5/10+1,5/10=2/10)

Επαληθεύστε το Θ. Gauss για το τετράγωνο 0 ≤ x, y ≤ 1, και τη συνάρτηση F⃗ (x, y) =
(x2, y2).

ΘΕΜΑ 4 (1,5/10+1,5/10=3/10)

Επαληθεύστε το Θ. Stokes για την συνάρτηση F⃗ (x, y, z) = (x+ y, 2x− z, y + z) στην
τριγωνική επιϕάνεια που ορίζεται από το επίπεδο 3x + 2y + z = 6 και τις σχέσεις: x ≥ 0,
y ≥ 0 και z ≥ 0.

ΘΕΜΑ 5 (0,5/10+1,5/10=2/10)

Επαληθεύστε το Θ. Gauss για την µπάλα ακτίνας 1 κέντρου (0, 0, 0), και τη συνάρτηση
F⃗ (x, y, z) = (z, y, x).

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ



ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ

∀ (x, y) ∈ R2, ∃!(ρ, ϑ) ∈ [0,∞)× [0, 2π) ώστε

{
x = ρ cosϑ

y = ρ sinϑ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = ρ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε την ακόλουθη παραµετρικοποίηση
της καµπύλης κύκλου κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

σ⃗(ϑ) = (ρ cosϑ, ρ sinϑ), ϑ ∈ [0, 2π).

Έχουµε
σ⃗′(ϑ) = ρ(− sinϑ, cosϑ), ϑ ∈ [0, 2π),

εποµένως
∥σ⃗′(ϑ)∥ = ρ, ϑ ∈ [0, 2π).

ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ

∀ (x, y, z) ∈ R3, ∃!(ρ, ϑ, φ) ∈ [0,∞)×[0, 2π)×[0, π) ώστε


x = ρ sinφ cosϑ

y = ρ sinφ sinϑ

z = ρ cosφ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = −ρ2 sinφ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2 + z2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε την ακόλουθη παραµετρικο-
ποίηση της επιϕάνειας σϕαίρας κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

Φ⃗(ϑ, φ) = (ρ sinφ cosϑ, ρ sinφ sinϑ, ρ cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).

Έχουµε(
Φ⃗ϑ×Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) = −ρ2 sinφ(sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)×[0, π).

Εποµένως

∥
(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ)∥ = ρ2 sinφ, (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).

ΤΥΠΟΣ ΑΠΟΤΕΤΡΑΓΩΝΙΣΜΟΥ ΤΟΥΗΜΙΤΟΝΟΥ

Μπορεί να σας ϕανεί χρήσιµη η σχέση

sin2 θ =
1− cos(2θ)

2
.


