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28/01/2026 - Εµβόλιµη εξέταση στο ‘‘Απειροστικός Λογισµός IV’’ (ΜΥ 41)

ΘΕΜΑ 1 [1,5/10]

Υπολογίστε το

lim
R→∞

∫ R

0

∫ R

x

e−y2 dydx.

Λύση: ∆εν µπορούµε να ξεκινήσουµε τον υπολογισµό, γιατί η συνάρτηση e−y2 δεν έχει πα-
ράγουσα. Όµως, το ολοκλήρωµα είναι στο τρίγωνο

T = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ R, x ≤ y ≤ R},

το οποίο περιγράϕεται και ως εξής (κάντε ένα σχήµα):

T = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ R, 0 ≤ x ≤ y}.

Με τη νέα περιγραϕή του T , το ολοκλήρωµα που δίνεται γράϕεται∫ R

0

∫ y

0

e−y2 dxdy,

το οποίο µπορεί τώρα να υπολογιστεί:∫ R

0

∫ y

0

e−y2 dxdy =

∫ R

0

e−y2
∫ y

0

1 dxdy =

∫ R

0

e−y2ydy =
[
− 1

2
e−y2

]y=R

y=0
.

Εποµένως,∫ R

0

∫ R

x

e−y2 dydx =
1

2

(
1− e−R2) ⇒ lim

R→∞

∫ R

0

∫ R

x

e−y2 dydx =
1

2
.

ΘΕΜΑ 2 [1,5/10]

Να αποδείξετε οτι ο όγκος V του χωρίου που δηµιουργείται αν περιστρέψουµε το γράϕηµα
της συνάρτησης µε τύπο y = lnx, x ∈ [1, e], γύρω απο τον x-άξονα, δίνεται απο τον τύπο

V = π(e− 2).

Λύση: Εϕαρµόζουµε την αρχή του Cavalieri. Αν σαρώσουµε µε το yz-επίπεδο ένα χωρίο που
δηµιουργείται µε περιστροϕή του γραϕήµατος συνεχούς συνάρτησης y = f(x), x ∈ [a, b],
γύρω από τον x-άξονα, βλέπουµε ότι οι τοµές είναι δίσκοι ακτίνας |f(x)| (κάντε ένα σχήµα).
Εποµενως το εµβαδό µιας τέτοιας τοµής είναιA(x) = πf 2(x). Από την αρχή τουCavalieri,
ο όγκος V του χωρίου δίνεται απο τον τύπο

V =

∫ b

a

A(x) dx = π

∫ b

a

f 2(x) dx.



Για την f(x) = ln x, x ∈ [1, e], έχουµε

V = π

∫ e

1

ln2 x dx = π

∫ e

1

(x)′ ln2 x dx = −2π

∫ e

1

lnx dx+ π
[
x ln2 x

]x=e

x=1

= −2π

∫ e

1

(x)′ lnx dx+ πe = 2π

∫ e

1

1 dx− 2π
[
x lnx

]x=e

x=1
+ πe.

= 2πe− 2π − 2πe+ πe = π(e− 2).

ΘΕΜΑ 3 [(1+1)/10]

(Α) Να δειχτεί ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
C F⃗ , όπου

F⃗ =
(1 + y2

x3
,−1 + x2

x2
y, 2026

)
, (x, y) ∈ D := {(x, y) ∈ R2 : x > 0},

είναι ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης για όλες τις οµαλές καµπύλες C τουD.

(Β) Να υπολογίσετε το
∫
C F⃗ , όπου C είναι µια οµαλή καµπύλη τουD µε αρχή το (1, 0) και

τέλος το (2, 1).

Λύση: (Α)Μπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι το διανυσµατικό πεδίο F⃗ , εϕόσον επεκταθεί µε
τετριµµένο τρόπο στονR3, είναι αστρόβιλο (δηλ. (culrF⃗ )(x, y, z) = (0, 0, 0) στοR3).

(Β) Από το θεώρηµα για αστρόβιλα διανυσµατικά πεδία, αναζητούµε µια βαθµωτή συνάρτη-
ση f τ.ώ. F⃗ = ∇f . Η f θα πρέπει να ικανοποιεί την

fz(x, y, z) = 2026 ⇒ f(x, y, z) = 2026z + g(x, y) .

Πρέπει ακόµη

fx(x, y, z) =
1 + y2

x3
⇒ gx(x, y) =

1 + y2

x3
⇒ g(x, y) = −1 + y2

2x2
+ h(y) .

Θα πρέπει επίσης

fy(x, y, z) = −1 + x2

x2
y ⇒ gy(x, y) = − y

x2
− y ⇒ − y

x2
+ h′(y) = − y

x2
− y

⇒ h′(y) = −y, άρα h(y) = −y2/2 . Εποµένως

f(x, y, z) = 2026z − 1 + y2

2x2
− y2

2
.

Αν C είναι οµαλή καµπύλη στονR2 × {z = 0} µε αρχή το (1, 0, 0) και τέλος το (2, 1, 0),
παίρνουµε

∫
C F⃗ = f(2, 1, 0)− f(1, 0, 0) = −1/2.

Μπορούµε να καταλήξουµε στο ίδιο αποτέλεσµα υπολογίζοντας απ΄ ευθείας το
∫
C F⃗ . Για πα-

ράδειγµα επιλέγουµε την καµπύλη µε παραµετρικοποίηση σ⃗(t) = (1 + t, t, 0), t ∈ [0, 1],
και υπολογίζουµε

∫
C F⃗ =

∫ 1

0
F⃗ (σ⃗(t)) · σ⃗′(t) = ....
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ΘΕΜΑ 4 [2,5/10]

Να επαληθεύσετε το Θ. Stokes για το διανυσµατικό πεδίο F⃗ : R3 → R3 µε τύπο F⃗ =
(z, x, y), στη µισή σϕαίρα x2 + y2 + z2 = R2 που κείται πάνω απο το xy-επίπεδο.

Λύση: Θέτουµε S να είναι η επιϕάνεια της µισής σϕαίρας x2 + y2 + z2 = R2 που κείται
πάνω απο το xy-επίπεδο, δηλαδή

S := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = R2, z > 0}.

Μια παραµετρικοποίηση αυτής είναι η

Φ⃗(ϑ, φ) = R(sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π/2),

µε (
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) = −R2 sinφ(sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ).

Υπολογίζουµε: (curlF⃗ )(x, y, z) = (1, 1, 1), εποµένως∫
Σ

curlF⃗ =

∫ π/2

0

∫ 2π

0

(
curlF⃗

)
(Φ⃗(ϑ, φ)) ·

(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) dϑdφ

= −R2

∫ π/2

0

sinφ

∫ 2π

0

(1, 1, 1) · (sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ) dϑdφ

= −R2

∫ π/2

0

sinφ

∫ 2π

0

(sinφ cosϑ+ sinφ sinϑ+ cosφ) dϑdφ

= −R2

∫ π/2

0

sinφ
(
sinφ

∫ 2π

0

cosϑ dϑ+ sinφ

∫ 2π

0

sinϑ dϑ+ 2π cosφ
)
dφ

= −2πR2

∫ π/2

0

sinφ cosφ dφ

= πR2
[
cos2 φ

]φ=π/2

φ=0
= −πR2.

Από την άλλη, η καµπύλη που αποτελεί το σύνορο της S βρίσκεται στο επίπεδο z = 0 και
είναι ο κύκλος κέντρου (0, 0) και ακτίναςR (κάντε ένα σχήµα), δηλαδή

∂S = {(x, y, 0) ∈ R3 : x2 + y2 = R2}.

Μια παραµετρικοποίηση αυτής (η οποία διατηρεί τον προσανατολισµό που επιβάλλει η επι-
λογή της Φ⃗) είναι η

σ⃗(t) = R(sin t, cos t, 0), t ∈ [0, 2π),

µε
σ⃗′(t) = R(cos t,− sin t, 0).
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Εποµένως, ∫
∂S

F⃗ =

∫ 2π

0

F⃗
(
σ⃗(t)

)
· σ⃗′(t) dt

= R2

∫ 2π

0

(0, sin t, cos t) · (cos t,− sin t, 0) dt

= −R2

∫ 2π

0

sin2 t dt

= −R2

∫ 2π

0

1− cos(2t)

2
dt = −πR2.

ΘΕΜΑ 5 [(0,5+2)/10]

Να επαληθεύσετε το Θ. Gauss για το διανυσµατικό πεδίο F⃗ : R3 → R3 µε τύπο

F⃗ (x, y, z) =
1

3
(x, y, z),

στο χωρίο
Ω =

{
(x, y, x) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < 4, z > 0

}
.

Λύση: ΤοΩ είναι το ‘‘πάνω’’ µισό (διότι z > 0) της µπάλας κέντρου (0, 0, 0) και ακτίνας 2.
Είναι divF⃗ = 1, εποµένως το τριπλό ολοκλήρωµα υπολογίζεται αµέσως:∫

Ω

divF⃗ =

∫
Ω

1 = Όγκος(Ω) =
1

2

4

3
π23 =

16

3
π.

Από την άλλη, το σύνορο τουΩ αποτελείται (κάντε ένα σχήµα) από το ηµι-σϕαιρικό ‘‘καπάκι’’

S1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 4, z > 0},

και το ‘‘πάτωµα’’
S2 = {(x, y, 0) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 4}.

Εποµένως, ∫
∂Ω

F⃗ · ν⃗ =

∫
S1

F⃗ · ν⃗ +

∫
S2

F⃗ · ν⃗.

Όµως ν⃗ = 1
2
(x, y, z) στην επιϕάνεια S1, άρα

F⃗ · ν⃗ =
1

3
(x, y, z) · 1

2
(x, y, z) =

1

6
(x2 + y2 + z2) =

1

6
4 =

2

3
στην S1.

Επίσης ν⃗ = (0, 0,−1) στην επιϕάνεια S2, άρα

F⃗ · ν⃗ =
1

3
(x, y, z) · (0, 0,−1) = −1

3
z = 0 στην S2.

Έχουµε λοιπόν∫
∂Ω

F⃗ · ν⃗ =

∫
S1

2

3
+

∫
S2

0 =
2

3

∫
S1

1 =
2

3
Εµβαδόν(S1) =

2

3

1

2
4π22 =

16

3
π.
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