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Απειροστικός Λογισµός IV - Εαρινό 2025

Πρώτο Σετ Ασκήσεων

΄Ασκηση 1

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫ 1
0

∫ (arcsinx)/x
0 x cos(xy) dydx,

(ii)
∫ 1
0

∫ 1
0

∫ 1
0 yz2e−xyz dzdydx.

΄Ασκηση 2

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫ 1
0

∫ √
y

y e
y
x dxdy,

(ii)
∫ 1
0

∫ 1
x cos (πy

2

2 ) dydx,

(iii)
∫ π/2
0

∫ π/2
y

sinx
x dxdy.

΄Ασκηση 3

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫ 1
0

∫ 1
y e

y−x
y+x dxdy,

(ii)
∫
D f , όπου f(x, y) = y καιD είναι το χωρίο που περικλείεται από τις ευθείες 2x− y = −1,
2x− y = 1, x+ y = 2 και x+ y = 3,

(iii)
∫
D f , όπου f(x, y) = xy2 καιD = {(x, y) ∈ R2 | 4x2 + y2 ≤ 1, x, y ≥ 0}.

΄Ασκηση 4

Με a, b, c θετικές σταθερές, θεωρούµε το ελλειψοειδές

E := {(x, y, x) ∈ R3 | (x/a)2 + (y/b)2 + (z/c)2 ≤ 1}.

(i) Υπολογίστε τον όγκο τουE.

(ii) Υπολογίστε το ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x, y, z) = xyz, στο πρώτο ογδοηµόριο του
E.
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΄Ασκηση 5

Να υπολογίσετε τον όγκο του χωρίουΩ που περιλείεται από τις επιϕάνειες z = x2+y2 και 2y+z =
3.

΄Ασκηση 6

Αποδείξτε ότι ο όγκος V που περικλείει ένα χωνάκιKh,R ύψους h > 0 και ακτίναςR > 0 σε αυτό το
ύψος, δίνεται από τον τύπο

V =
1

3
πhR2.

Υπόδειξη: Kh,R = {(x, y, z) ∈ R3 :
√
x2 + y2 = R

h z, 0 ≤ z ≤ h}.

΄Ασκηση 7

Θέτουµε B1 := {x1 ∈ R | x21 ≤ 1}, B2 := {(x1, x2) ∈ R2 | x21 + x22 ≤ 1} και B3 :=
{(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 + x23 ≤ 1}. Επίσης θέτουµε ω1 = 2, ω2 = π και ω3 = (4/3)π
για το µήκος, το εµβαδό και τον όγκο τωνB1, B2, B3, αντιστοίχως.

(i) Αν f : [0, 1] → R είναι µια συνεχής συνάρτηση, δείξτε ότι∫
Bn

f
(√

x21 + ...+ x2n

)
dx1...dxn = nωn

∫ 1

0
f(r)rn−1 dr για κάθε n ∈ {1, 2, 3}.

(ii) Να δείξετε ότι για a < n έχουµε∫
Bn

(√
x21 + ...+ x2n

)−a
dx1...dxn =

nωn

n− a
για κάθε n ∈ {1, 2, 3}.
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