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Απειροστικός Λογισµός IV - Εαρινό 2025

Πρώτο Σετ Ασκήσεων

΄Ασκηση 1

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫ 1
0

∫ (arcsinx)/x
0 x cos(xy) dydx,

(ii)
∫ 1
0

∫ 1
0

∫ 1
0 yz2e−xyz dzdydx.

Λύσεις:

(i)
∫ 1
0

∫ (arcsinx)/x
0 x cos(xy) dydx =

∫ 1
0

∫ (arcsinx)/x
0

∂
∂y (sin(xy)) dydx

=
∫ 1
0

[
sin(xy)

]y=(arcsinx)/x

y=0
dx =

∫ 1
0 sin(arcsinx) dx =

∫ 1
0 x dx = 1/2.

(ii)
∫ 1
0

∫ 1
0

∫ 1
0 yz2e−xyz dzdydx =

∫ 1
0

∫ 1
0

∫ 1
0

∂
∂x(−ze−xyz) dxdzdy

=
∫ 1
0

∫ 1
0 z

[
e−xyz

]x=0

x=1
dzdy =

∫ 1
0

∫ 1
0 z(1−e−yz) dzdy =

∫ 1
0

∫ 1
0

∂
∂y (zy+e−yz) dydz

=
∫ 1
0

[
zy + e−yz

]y=1

y=0
dz =

∫ 1
0 (z + e−z − 1)dz = 1/2− 1/e.

΄Ασκηση 2

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫ 1
0

∫ √
y

y e
y
x dxdy,

(ii)
∫ 1
0

∫ 1
x cos (πy

2

2 ) dydx,

(iii)
∫ π/2
0

∫ π/2
y

sinx
x dxdy.

Λύσεις:

(i)
∫ 1
0

∫ √
y

y e
y
x dxdy =

∫ 1
0

∫ x
x2 e

y
x dydx =

∫ 1
0

∫ x
x2

∂
∂y (xe

y
x ) dydx =

∫ 1
0 x

[
e

y
x

]y=x

y=x2
dx

=
∫ 1
0 x(e− ex) dx = e/2−

∫ 1
0 x d(ex) = e/2 +

[
ex
]x=1

x=0
−
[
xex

]x=1

x=0
= e/2− 1.

(ii)
∫ 1
0

∫ 1
x cos(πy

2

2 ) dydx =
∫ 1
0

∫ y
0 cos(πy

2

2 ) dxdy =
∫ 1
0 y cos(πy

2

2 ) dy

= 1
π

∫ 1
0 cos(πy

2

2 ) d(πy
2

2 ) = 1
π

[
sin(πy

2

2 )
]y=1

y=0
= 1

π .

(iii)
∫ π/2
0

∫ π/2
y

sinx
x dxdy =

∫ π/2
0

∫ x
0

sinx
x dydx =

∫ π/2
0 sinx dx = 1.
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΄Ασκηση 3

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(i)
∫ 1
0

∫ 1
y e

y−x
y+x dxdy,

(ii)
∫
D f , όπου f(x, y) = y καιD είναι το χωρίο που περικλείεται από τις ευθείες 2x− y = −1,
2x− y = 1, x+ y = 2 και x+ y = 3,

(iii)
∫
D f , όπου f(x, y) = xy2 καιD = {(x, y) ∈ R2 | 4x2 + y2 ≤ 1, x, y ≥ 0}.

Λύσεις:

(i) Η ολοκλήρωση είναι πάνω στο τριγωνικό χωρίο D µε κορυϕές τα σηµεία (0, 0), (1, 0) και
(1, 1) του (x, y)-επιπέδου. Κάνουµε την αλλαγή µεταβλητών u = y − x και v = y + x,
δηλαδήx = 1

2(v−u) καιy = 1
2(u+v). Θεωρούµε εποµένως το γραµµµικόµετασχηµατισµό

T (u, v) = 1
2(v − u, u + v), (u, v) ∈ D∗. Επειδή ο T έχει ορίζουσα −1

2 ̸= 0, από το
Θεώρηµα 1 της §6.1 στη σελίδα 308, ξέρουµε ότι τοD∗ είναι ένα επίσης τριγωνικό χωρίο στο
uv-επίπεδο, µε κορυϕές τις εικόνες των κορυϕών τουD µέσω του παραπάνωµετασχηµατισµού.
∆ηλαδή τοD∗ είναι το τρίγωνο µε κορυϕές τα σηµεία (0, 0), (−1, 1) και (0, 2) του (u, v)-
επιπέδου. Αρα, από το Θεώρηµα 2 της §6.2 στη σελίδα 317, παίρνουµε∫ 1
0

∫ 1
y e

y−x
y+x dxdy =

∫ 0
−1

∫ u+2
−u e

u
v | − 1

2 |dvdu = 1
2

∫ 0
−1

∫ u+2
−u e

u
v dvdu

(συνεχίσουµε τον υπολογισµό αλλάζοντας τη σειρα ολοκλήρωσης - κάντε σχήµα!)
= 1

2

∫ 1
0

∫ 0
−v e

u
v dudv + 1

2

∫ 2
1

∫ 0
v−2 e

u
v dudv

= 1
2

∫ 1
0 v(1− 1

e ) dv +
1
2

∫ 2
1 v(1− e1−2/v) dv = 1

4(1−
1
e ) +

3
4 − e

2

∫ 2
1 ve−2/v dv

(σταµατάµε εδώ τον υπολογισµό καθώς το τελευταίο ολοκλήρωµα δεν υπολογίζεται στοιχειω-
δώς).

(ii) Ηολοκλήρωση είναι πάνωστο ορθογώνιο χωρίοD µε κορυϕές τα σηµεία (43 ,
5
3), (

2
3 ,

7
3), (

1
3 ,

5
3)

και (1, 1) του (x, y)-επιπέδου. Κάνουµε την αλλαγή µεταβλητώνu = 2x−y και v = x+y,
δηλαδή x = 1

3(u+ v) και y = 1
3(2v − u). Θεωρούµε εποµένως το γραµµµικό µετασχηµα-

τισµό T (u, v) = 1
3(u + v, 2v − u), (u, v) ∈ D∗. Επειδή ο T έχει ορίζουσα 1

3 ̸= 0, από
το Θεώρηµα 1 της §6.1 στη σελίδα 308, ξέρουµε ότι τοD∗ είναι ένα επίσης ορθογώνιο χωρίο στο
uv-επίπεδο, µε κορυϕές τις εικόνες των κορυϕών τουD µέσω του παραπάνω µετασχηµατισµο-
ύ. ∆ηλαδή τοD∗ είναι το ορθογώνιο µε κορυϕές τα σηµεία (1, 2), (1, 3) (−1, 3) και (−1, 2)
του (u, v)-επιπέδου. Αρα, από το Θεώρηµα 2 της §6.2 στη σελίδα 317 παίρνουµε∫
D f =

∫ 1
−1

∫ 3
2

1
3(2v − u)|13 |dvdu = 1

9

∫ 1
−1

[
v2 − uv

]v=3

v=2
du = 1

9

∫ 1
−1(5− u) du =

10/9.

(iii) Θέτουµε x = 1
2ρ cos θ και y = ρ sin θ. ΤοD µετασχηµατίζεται τότε στο

D∗ := {(ρ, θ) ∈ R2 | 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π/2}.

Επειδή ∂(x,y)
∂(ρ,θ) = 1

2ρ, από το Θεώρηµα 2 της §6.2 στη σελίδα 317 παίρνουµε∫
D f =

∫ 1
0

∫ π/2
0

1
2ρ

3 cos θ sin2 θ|12ρ| dθdρ = 1
4

∫ 1
0 ρ4 dρ

∫ π/2
0 cos θ sin2 θdθ = 1/60.
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΄Ασκηση 4

Με a, b, c θετικές σταθερές, θεωρούµε το ελλειψοειδές

E := {(x, y, x) ∈ R3 | (x/a)2 + (y/b)2 + (z/c)2 ≤ 1}.
(i) Υπολογίστε τον όγκο τουE.

(ii) Υπολογίστε το ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x, y, z) = xyz, στο πρώτο ογδοηµόριο του
E.

Λύσεις:

(i) Θέτουµε x = au, y = bv και z = cw. ΤοE µετασχηµατίζεται τότε στο

E∗ := {(u, v, w) ∈ R3 | u2 + v2 + w2 ≤ 1},

δηλαδή στη µοναδιαία µπάλα του R3. Επειδή ∂(x,y,z)
∂(u,v,w) = abc, από τον τύπο αλλαγής µετα-

βλητής για τριπλά ολοκληρώµατα στη σελίδα 322 παίρνουµεVol(E) =
∫
E 1 =

∫
E∗ |abc| =

= abc
∫
E∗ 1 = abcVol(E∗) = abc43π.

(ii) Όπως στο (i), παίρνουµε
∫ ∫ ∫

E xyz dxdydz = abc
∫ ∫ ∫

E∗ uvw dudvdw

= abc
∫ 1
0

∫ π/2
0

∫ π/2
0 ρ3 sin2 φ cosφ sin θ cos θ| − ρ2 sinφ| dφdθdρ

= abc
∫ 1
0 ρ5 dρ

∫ π/2
0 sin θ cos θ dθ

∫ π/2
0 sin3 φ cosφ dφ

= abc16

[
sin2 θ
2

]θ=π/2

θ=0

[
sin4 φ

4

]φ=π/2

φ=0
= abc

48 .

΄Ασκηση 5

Να υπολογίσετε τον όγκο του χωρίουΩ που περιλείεται από τις επιϕάνειες z = x2+y2 και 2y+z =
3.
Λύση: Εύκολα βλέπουµε ότι οτι οι δοσµένες επιϕάνειες τέµνονται επί του κυλίνδρου

C = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + (1 + y)2 = 22, z ∈ (0,∞)},
του οποίου η προβολή στο xy-επίπεδο είναι το σύνορο του δίσκου

D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + (1 + y)2 < 22}.
Έχουµε,Vol(Ω) =

∫
Ω 1 =

∫ ∫
D

∫ 3−2y
x2+y2 1 dzdxdy =

∫ ∫
D(4− (y + 1)2 − x2) dxdy

=
∫ 2π
0

∫ 2
0 (4− ρ2) |ρ|dρdθ = π

2

[
(4− ρ2)2

]ρ=0

ρ=2
= 8π.

΄Ασκηση 6

Αποδείξτε ότι ο όγκος V που περικλείει ένα χωνάκιKh,R ύψους h > 0 και ακτίναςR > 0 σε αυτό το
ύψος, δίνεται από τον τύπο

V =
1

3
πhR2.

Υπόδειξη: Kh,R = {(x, y, z) ∈ R3 :
√
x2 + y2 = R

h z, 0 ≤ z ≤ h}.

Λύση: Εϕαρµόζουµε την αρχή του Cavalieri: V = Vol(Kh,R) =
∫ h
0 Area(D(Rh z)) dxdydz,

όπουD(Rh z) είναι ο δίσκος ακτίνας
R
h z. Εποµένως V =

∫ h
0 π(Rh z)

2 dz = 1
3πhR

2.
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΄Ασκηση 7

Θέτουµε B1 := {x1 ∈ R | x21 ≤ 1}, B2 := {(x1, x2) ∈ R2 | x21 + x22 ≤ 1} και B3 :=
{(x1, x2, x3) ∈ R3 | x21 + x22 + x23 ≤ 1}. Επίσης θέτουµε ω1 = 2, ω2 = π και ω3 = (4/3)π
για το µήκος, το εµβαδό και τον όγκο τωνB1, B2, B3, αντιστοίχως.

(i) Αν f : [0, 1] → R είναι µια συνεχής συνάρτηση, δείξτε ότι∫
Bn

f
(√

x21 + ...+ x2n

)
dx1...dxn = nωn

∫ 1

0
f(r) rn−1dr για κάθε n ∈ {1, 2, 3}.

(ii) Να δείξετε ότι για a < n έχουµε∫
Bn

(√
x21 + ...+ x2n

)−a
dx1...dxn =

nωn

n− a
για κάθε n ∈ {1, 2, 3}.

Λύση:

(i) Για n = 1,
∫
B1 f(

√
x21) dx1 =

∫ 1
−1 f(|x1|) dx1 =

∫ 0
−1 f(−x1) dx1 +

∫ 1
0 f(x1) dx1

=
∫ 1
0 f(y) dy +

∫ 1
0 f(x1) dx1 = 2

∫ 1
0 f(x1) dx1 = ω1

∫ 1
0 f(r) dr.

Για n = 2,
∫
B2 f(

√
x21 + x22) dx1dx2 =

∫ 2π
0

∫ 1
0 f(ρ) ρdρdθ = 2π

∫ 1
0 f(ρ) ρdρ

= 2ω2

∫ 1
0 f(r) rdr.

Γιαn = 3,
∫
B3 f(

√
x21 + x22 + x23) dx1dx2dx3 =

∫ 2π
0

∫ π
0

∫ 1
0 f(ρ) ρ2 sinφ dρdφdθ =

2π
∫ π
0 sinφ dφ

∫ 1
0 f(ρ) ρ2dρ = 4π

∫ 1
0 f(ρ) ρ2dρ = 3ω3

∫ 1
0 f(r) r2dr.

(ii) Εϕαρµογή του (i) µε f(r) = r−a (αντιµετωπίζουµε το αριστερό µέλος ως γενικευµένο ολο-
κλήρωµα!).
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