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ΘΕΜΑ 1 [1/10]

Υπολογίστε το
∫
Ω
f , όταν f(x, y) = ln(x2+y2+1) καιΩ = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2 ≤

9}.

ΘΕΜΑ 2 [1/10]

Έστωf : R2 → Rµια συνεχής συνάρτηση. Σχεδιάστε την περιοχή ολοκλήρωσης και αλλάξ-
τε τη σειρά ολοκλήρωσης στο ακόλουθο διαδοχικό ολοκλήρωµα:

∫ 4

0

( ∫ √
y

y/2
f(x, y) dx

)
dy.

ΘΕΜΑ 3 [1/10]

Υπολογίστε το
∫
C f , όπου f(x, y, z) = x+ z και C είναι η καµπύλη η οποία διαγράϕει µία

ϕορά την τοµή των επιϕανειών µε εξισώσεις x = z και y2 + z2 = 1.

ΘΕΜΑ 4 [1/10]

Υπολογίστε το ολοκλήρωµα
∫
S
f , όπου f(x, y, z) = x2z + y2z, (x, y, z) ∈ R3, και S

είναι το τµήµα του επιπέδου {(x, y, z) ∈ R3 : z = π+ x+ y}, που αποκόπτεται από τον
κύλινδρο {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 9, z ∈ R}.

ΘΕΜΑ 5 [(0,5+0,5+0,5+0,5=2)/10]

(Α) Βρείτε γ ∈ R τέτοιο ώστε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
C F⃗ , µε

F⃗ (x, y, z) =
(
2x2 + xy,

1

2
(x2 − 7y + 2z), γy

)
, (x, y, z) ∈ R3,

να είναι ανεξάρτητο του δρόµου ολοκλήρωσης για όλες τις οµαλές καµπύλες τουR3.

(Β) Για το/τα γ του (Α), να βρείτε συνάρτηση f : R3 → R τέτοια ώστε F⃗ = ∇f .

(Γ) Έστω C είναι οµαλή καµπύλη στον R3 µε αρχή το (0, 0, 0) και τέλος το (0, 1, 1). Να
υπολογίσετε το

∫
C F⃗ µε τους εξής δυό τρόπους:

(i) χρησιµοποιώντας το (Β), και

(ii) απευθείας, µε επιλογή της καµπύλης C.

ΘΕΜΑ 6 [(0,5+1,5=2)/10]

Να επαληθεύσετε τοΘ.Gauss για το διανυσµατικόπεδίο F⃗ : R3 → R3 µε τύπο F⃗ (x, y, z) =
(x, y, z), στο χωρίοΩ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < 4, 0 < z < 2}.



ΘΕΜΑ 7 [(1+1=2)/10]

Να επαληθεύσετε το Θ. Stokes για το διανυσµατικό πεδίο F⃗ : R3 → R3 και την επιϕάνεια
S, όπου F⃗ (x, y, z) = (−y, x, z) και S είναι το προς τα πάνω προσανατολισµένο τµήµα
του γραϕήµατος της f(x, y) = x2y πάνω σε ένα τρίγωνο στο επίπεδο xy µε κορυϕές (0, 0),
(2, 0) και (0, 2).

∆ιάρκεια εξέτασης: 3 ώρες

ΚΑΛΗ ΤΥΧΗ
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ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}, ∃!(ρ, ϑ) ∈ (0,∞)× [0, 2π) ώστε

{
x = ρ cosϑ

y = ρ sinϑ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = ρ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση κύκλου κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

σ⃗(ϑ) = (ρ cosϑ, ρ sinϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π).

Είναι τότε
σ⃗′(ϑ) = ρ(− sinϑ, cosϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π),

εποµένως
∥σ⃗′(ϑ)∥ = ρ, ϑ ∈ [0, 2π).

ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ:

∀ (x, y, z) ∈ R3\{(0, 0, 0)}, ∃!(ρ, ϑ, φ) ∈ (0,∞)×[0, 2π)×[0, π) ώστε


x = ρ sinφ cosϑ

y = ρ sinφ sinϑ

z = ρ cosφ.

Έχουµε
det(Ιακωβιανού πίνακα) = −ρ2 sinφ.

Επίσης, είναι ρ =
√

x2 + y2 + z2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε µια

Παραµετρικοποίηση της σϕαίρας κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

Φ⃗(ϑ, φ) = (ρ sinφ cosϑ, ρ sinφ sinϑ, ρ cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).

Είναι τότε(
Φ⃗ϑ×Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) = −ρ2 sinφ(sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)×[0, π),

εποµένως

∥
(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ)∥ = ρ2 sinφ, (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).


