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Λύσεις Τέταρτου Σετ Ασκήσεων

΄Ασκηση 1

Επαληθεύστε το Θ. Gauss για την µοναδιαία µπάλα µε κέντρο το (0, 0, 0) και την F⃗ (x, y, z) =
(−y, x, z).

Λύση.Πρέπει να δείξουµε ότι ∫
∂Ω

F⃗ · ν⃗∂Ω =

∫
Ω
divF⃗ , (1)

όπου F⃗ (x, y, z) = (−y, x, z), Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1} και ν⃗∂Ω ε-
ίναι το µοναδιαίο κάθετο στην επιϕάνεια ∂Ω µε ϕορά προς το εξωτερικό του Ω. Για το τριπλό ολο-
κλήρωµα στο δεξί µέλος της (1), επειδή divF⃗ = 1, παίρνουµε

∫
Ω divF⃗ = όγκος(Ω) = 4

3π.
Για το επιϕανειακό ολοκλήρωµα στο αριστερό µέλος της (1), επειδή για κάθε (x, y, z) ∈ ∂Ω έχου-
µε ν⃗∂Ω(x, y, z) = (x, y, z), παίρνουµε

∫
∂Ω F⃗ · ν⃗∂Ω =

∫
∂Ω(−y, x, z) · (x, y, z) =

∫
∂Ω z2.

Το επιϕανειακό ολοκλήρωµα αυτό µπορούµε τώρα να το υπολογίσουµε µέσω της συµµετρίας του προ-
βλήµατος ως εξής: x2+y2+z2 = 1 ⇒

∫
∂Ω x2+

∫
∂Ω y2+

∫
∂Ω z2 = εµβ. επιϕάνειας(∂Ω) = 4π.

Είναι πολύ εύκολο να δούµε ότι
∫
∂Ω x2 =

∫
∂Ω y2 =

∫
∂Ω z2 (αλλαγή µεταβλητών). Εποµένως,

3
∫
∂Ω z2 = 4π που µας δίνει αµέσως ότι

∫
∂Ω z2 = 4

3π. ∆ιαϕορετικά, µπορούµε να το υπολογίσουµε
µε την εξής παραµετρικοποίηση της ∂Ω: Φ⃗(ϑ, φ) = (sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ), (ϑ, φ) ∈
[0, 2π) × [0, π). Είναι ∥

(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
∥ = sinφ, άρα

∫
∂Ω z2 =

∫ 2π
0

∫ π
0 cos2 φ sinφdφdϑ =

2π
∫ 0
π cos2 φd(cosφ) = 2π cos3 φ

3

∣∣0
π
= 4

3π.

΄Ασκηση 2

Χρησιµοποιώντας το Θ. Gauss, υπολογίστε το
∫
S(x

2 + y + z), όπου S είναι η µοναδιαία σϕαίρα µε
κέντρο το (0, 0, 0).

Λύση. Από το Θ. Gauss έχουµε την (1) µεΩ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1} και ν⃗∂Ω
είναι το µοναδιαίο κάθετο στην επιϕάνεια ∂Ω ≡ S µε ϕορά προς το εξωτερικό τουΩ. Επειδή για κάθε
(x, y, z) ∈ ∂Ω έχουµε ν⃗∂Ω(x, y, z) = (x, y, z), γράϕουµε την υπο ολοκλήρωση συνάρτηση ως
εξής: x2+y+z = (x, 1, 1) · (x, y, z) = F⃗ (x, y, z) · ν⃗∂Ω(x, y, z), όπου F⃗ (x, y, z) = (x, 1, 1).
Με αυτό το F⃗ είναι divF⃗ = 1 και η (1) γίνεται∫

S
(x2 + y + z) = όγκος(Ω),

άρα
∫
S(x

2 + y + z) = 4
3π.
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΄Ασκηση 3

Επαληθεύστε το Θ. Stokes για την συνάρτηση F⃗ (x, y, z) = (y2,−x2, z2) στην επιϕάνεια που
ορίζεται από τις σχέσεις x2 + y2 ≤ 1 και x+ y + z = 3.

Λύση.Πρέπει να δείξουµε ότι ∫
S
curlF⃗ =

∫
∂S

F⃗ , (2)

όπου F⃗ (x, y, z) = (y2,−x2, z2) και S είναι το κοµµάτι του επιπέδου x + y + z = 3 που έχει
για προβολή στο xy-επίπεδο τον µοναδιαίο κύκλο κέντρου (0, 0). Υπολογίζουµε αρχικά το curlF⃗ =

−2(x+ y)k⃗.

Για το επιϕανειακό ολοκλήρωµατου αριστερούµέλους, παίρνουµε τηνπαραµετρικοποίηση Φ⃗(x, y) =
(x, y, 3 − x − y) όπου (x, y) ∈ D := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} (βλ. §6-‘‘Θεώρηµα
Stokes για γραϕήµατα’’, στο τέλος του ∆ιάϕορα αποσπάσµατα σε συνοπτική µορϕή στο eClass). Είναι
Φ⃗x×Φ⃗y = (1, 1, 1), άρα

∫
S curlF⃗ =

∫∫
D curlF⃗ ·Φ⃗x×Φ⃗y dxdy = −2

∫∫
D(x+y) dxdy. Υ-

πολογίζουµε στη συνέχεια το διπλό ολοκλήρωµα χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες:
∫∫

D(x+

y) dxdy =
∫ 1
0

∫ 2π
0 (ρ cosϑ + ρ sinϑ)ρ dϑdρ = 0. Εποµένως

∫
S curlF⃗ = 0. Φυσικά, αντί να

προχωρήσουµε µε δυό βήµατα (πρώτα παραµετρικοποίηση και µετά πολικές συντεταγµένες), θα µπο-
ρούσαµε από την αρχή να θεωρήσουµε την παραµετρικοποίηση Φ⃗(ρ, ϑ) = (ρ cosϑ, ρ sinϑ, 3 −
ρ cosϑ− ρ sinϑ) όπου (ρ, ϑ) ∈ [0, 1]× [0, 2π). Είναι Φ⃗ρ × Φ⃗ϑ = ρ(1, 1, 1), άρα

∫
S curlF⃗ =

−2
∫ 1
0

∫ 2π
0 curlF⃗ (Φ⃗) · Φ⃗ρ × Φ⃗ϑ dϑdρ = −2

∫ 1
0

∫ 2π
0 (ρ cosϑ+ ρ sinϑ)ρ dϑdρ = 0.

Για το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του δεξιού µέλους, παίρνουµε την παραµετρικοποίηση σ⃗(t) =
(cos t, sin t, 3 − cos t − sin t) όπου t ∈ [0, 2π). Είναι σ⃗′ = (− sin t, cos t, sin t − cos t),
εποµένως

∫
∂S F⃗ =

∫ 2π
0 F⃗ (σ⃗) · σ⃗′ dt

=

∫ 2π

0

(
sin2 t,− cos2 t, (3− cos t− sin t)2

)
· (− sin t, cos t, sin t− cos t) dt = ... = 0.

Παρατήρηση: Ο υπολογισµός του τελευταίου ολοκληρώµατος ότι είναι 0 είναι απλός αλλα µακρύς,
εποµένως η άσκηση θα µπορούσε να διατυπωθεί ώς εξής σε µια εξέταση: Χρησιµοποιώντας τοΘ. Stokes,
υπολογίστε το

∫
∂S F⃗ , όπου F⃗ (x, y, z) = (y2,−x2, z2) και S η επιϕάνεια που ορίζεται από τις

σχέσεις x2 + y2 ≤ 1 και x+ y + z = 3.

΄Ασκηση 4

Επαληθεύστε το Θ. Stokes για την συνάρτηση F⃗ (x, y, z) = (−y, x, z) στην επιϕάνεια που ορίζεται
από τις σχέσεις x2 + y2 + z2 = 1 και z ≤ 0.

Λύση.Πρέπει να δείξουµε ότι ∫
S
curlF⃗ =

∫
∂S

F⃗ , (3)

όπου F⃗ (x, y, z) = (−y, x, z) και S είναι το ‘‘κάτω’’ κοµµάτι της σϕαίρας x2 + y2 + z2 = 1

(σϕαιρικό µπωλ). Υπολογίζουµε αρχικά το curlF⃗ = 2k⃗.
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Για το επιϕανειακό ολοκλήρωµατου αριστερούµέλους, παίρνουµε τηνπαραµετρικοποίηση Φ⃗(x, y) =
(x, y,−

√
1− x2 − y2) όπου (x, y) ∈ D := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} (βλ. §6-

‘‘Θεώρηµα Stokes για γραϕήµατα’’, στο τέλος του ∆ιάϕορα αποσπάσµατα σε συνοπτική µορϕή στο
eClass). Λόγω της µορϕής του curlF⃗ µπορούµε να γλιτώσουµε από περιττούς υπολογισµούς θέτω-
ντας f(x, y) = −

√
1− x2 − y2. Με αυτό το συµβολισµό, είναι Φ⃗(x, y) = (x, y, f(x, y)), άρα

Φ⃗x × Φ⃗y = (−fx,−fy, 1), εποµένως∫
S
curlF⃗ = 2

∫∫
D
k⃗ · Φ⃗x × Φ⃗y dxdy = 2εµβαδό(D) = 2π.

∆εν χρειάστηκε λοιπόν να υπολογίσω τιςfx καιfy (οι οποίες παρεµπιπτόντως δεν ορίζονται στο σύνορο
τουD αλλά όπως εξηγήσαµε στην τάξη αυτό δεν έχει σηµασία).

Για το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του δεξιού µέλους, παίρνουµε την παραµετρικοποίηση σ⃗(t) =
(cos t, sin t, 0) όπου t ∈ [0, 2π). Είναι σ⃗′ = (− sin t, cos t, 0), εποµένως∫

∂S
F⃗ =

∫ 2π

0
F⃗ (σ⃗) · σ⃗′ dt =

∫ 2π

0
(− sin t, cos t, 0) · (− sin t, cos t, 0) dt.

΄Αρα
∫
∂S F⃗ = 2π.
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