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∆ιάϕορα αποσπάσµατα σε συνοπτική µορϕή

1 Είδη χωρίων

Στα παρακάτω, a < b, c < d, ϕ(t) ≤ ϕ(t) για κάθε t ∈ [a, b], ψ(s) ≤ ψ(s) για κάθε s ∈ [c, d], και
γ(t, s) ≤ γ(t, s) για κάθε (t, s) ∈ [a, b]× [c, d].

ΧΩΡΙΑ ΤΥΠΟΥ 1, 2ΚΑΙ 3

χωρίο τύπου 1 :

{
a ≤ x ≤ b

ϕ(x) ≤ y ≤ ϕ(x)

χωρίο τύπου 2 :

{
c ≤ y ≤ d

ψ(y) ≤ x ≤ ψ(y)

χωρίο τύπου 3 : χωρίο τύπου 1 και χωρίο τύπου 2.

ΧΩΡΙΑ ΤΥΠΟΥ I, II, III και IV

χωρίο τύπου I :


a ≤ x ≤ b

ϕ(x) ≤ y ≤ ϕ(x)

γ(x, y) ≤ z ≤ γ(x, y)

ή


c ≤ y ≤ d

ψ(y) ≤ x ≤ ψ(y)

γ(x, y) ≤ z ≤ γ(x, y)

χωρίο τύπου II :


a ≤ z ≤ b

ϕ(z) ≤ y ≤ ϕ(z)

γ(z, y) ≤ x ≤ γ(z, y)

ή


c ≤ y ≤ d

ψ(y) ≤ z ≤ ψ(y)

γ(z, y) ≤ x ≤ γ(z, y)

χωρίο τύπου III :


a ≤ x ≤ b

ϕ(x) ≤ z ≤ ϕ(x)

γ(x, z) ≤ y ≤ γ(x, z)

ή


c ≤ z ≤ d

ψ(z) ≤ x ≤ ψ(z)

γ(x, z) ≤ y ≤ γ(x, z)

χωρίο τύπου IV : χωρίο τύπου I και χωρίο τύπου II και χωρίο τύπου III.
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2 Πολικές και σϕαιρικές συντεταγµένες
ΠΟΛΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ

∀ (x, y) ∈ R2, ∃!(ρ, ϑ) ∈ [0,∞)× [0, 2π) ώστε

{
x = ρ cosϑ

y = ρ sinϑ.

Έχουµε

det(Ιακωβιανού πίνακα) = ρ.

Επίσης, είναι ρ =
√
x2 + y2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε την ακόλουθη παραµετρικοποίηση της καµπύλης

κύκλου κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

σ⃗(ϑ) = (ρ cosϑ, ρ sinϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π).

Έχουµε

σ⃗′(ϑ) = ρ(− sinϑ, cosϑ, 0), ϑ ∈ [0, 2π).

Εποµένως

∥σ⃗′(ϑ)∥ = ρ, ϑ ∈ [0, 2π).

ΣΦΑΙΡΙΚΕΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ

∀ (x, y, z) ∈ R3, ∃!(ρ, ϑ, φ) ∈ [0,∞)× [0, 2π)× [0, π) ώστε


x = ρ sinφ cosϑ

y = ρ sinφ sinϑ

z = ρ cosφ.

Έχουµε

det(Ιακωβιανού πίνακα) = −ρ2 sinφ.

Επίσης, είναι ρ =
√
x2 + y2 + z2, αρα για κάθε ρ > 0 έχουµε την ακόλουθη παραµετρικοποίηση της επι-

ϕάνειας σϕαίρας κέντρου 0 και ακτίνας ρ:

Φ⃗(ϑ, φ) = (ρ sinφ cosϑ, ρ sinφ sinϑ, ρ cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).

Έχουµε(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ) = −ρ2 sinφ(sinφ cosϑ, sinφ sinϑ, cosφ), (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).

Εποµένως

∥
(
Φ⃗ϑ × Φ⃗φ

)
(ϑ, φ)∥ = ρ2 sinφ, (ϑ, φ) ∈ [0, 2π)× [0, π).
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3 Επικαµπύλια και επιϕανειακά ολοκληρώµατα
ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΒΑΘΜΩΤΩΝ (α΄ ΕΙ∆ΟΥΣ)/∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΩΝ (β΄ ΕΙ-

∆ΟΥΣ) ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Αν σ⃗ : [a, b] → R3
είναι συνεχώς διαϕορίσιµη, τότε για κάθε f : R3 → R για την οποία η f

(
σ⃗(t)

)
είναι

συνεχής στο [a, b], ορίζουµε ∫
σ⃗

f :=

∫ b

a

f
(
σ⃗(t)

)∥∥σ⃗′(t)
∥∥ dt,

ενώ για κάθε F⃗ : R3 → R3
για την οποία η F⃗

(
σ⃗(t)

)
είναι συνεχής στο [a, b], ορίζουµε∫

σ⃗

F⃗ :=

∫ b

a

F⃗
(
σ⃗(t)

)
· σ⃗′(t) dt.

Πιό αναλυτικά, αν x = x(t), y = y(t) και z = z(t) είναι οι συνιστώσες της σ⃗(t), t ∈ [a, b], τότε∫
σ⃗

f =

∫ b

a

f
(
x, y, z

)√
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2 dt,

ενώ αν F1, F2, F3 είναι οι συνιστώσες της F⃗ και x = x(t), y = y(t), z = z(t) είναι οι συνιστώσες της σ⃗(t),
t ∈ [a, b], τότε ∫

σ⃗

F⃗ =

∫ b

a

[
x′F1(x, y, z) + y′F2(x, y, z) + z′F3(x, y, z)

]
dt.

Ειδική περίπτωση: Αν F⃗ = ∇f για µια f : R3 → R για την οποία η f
(
σ⃗(t)

)
είναι συνεχής στο [a, b], τότε

απο τον κανόνα της αλυσίδας:

∫
σ⃗
F⃗ =

∫ b

a
d
dt

[
f
(
σ⃗(t)

)]
dt = f

(
σ⃗(b)

)
− f

(
σ⃗(a)

)
, το οποίο είναι 0 στην

περίπτωση που η καµπύλη είναι επιπλέον κλειστή.

ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΑΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑΒΑΘΜΩΤΩΝ(α΄ΕΙ∆ΟΥΣ)/∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΩΝ(β΄ΕΙ∆ΟΥΣ)

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Αν Φ⃗ : D ⊆ R2 → R3
είναι συνεχώς διαϕορίσιµη ως προς κάθε µεταβλητή, τότε για κάθε f : R3 → R για

την οποία η f
(
Φ⃗(u, v)

)
είναι συνεχής στοD, ορίζουµε∫
Φ⃗

f :=

∫∫
D

f
(
Φ⃗(u, v)

)∥∥Φ⃗u(u, v)× Φ⃗v(u, v)
∥∥ dudv,

ενώ για κάθε F⃗ : R3 → R3
για την οποία η F⃗

(
Φ⃗(u, v)

)
είναι συνεχής στοD, ορίζουµε∫

Φ⃗

F⃗ :=

∫∫
D

F⃗
(
Φ⃗(u, v)

)
· Φ⃗u(u, v)× Φ⃗v(u, v) dudv.

Πιό αναλυτικά, αν x = x(u, v), y = y(u, v) και z = z(u, v) είναι οι συνιστώσες της Φ⃗(u, v), (u, v) ∈ D,

τότε ∫
Φ⃗

f =

∫∫
D

f(x, y, z)
√

(yuzv − zuyv)2 + (xuzv − zuxv)2 + (xuyv − yuxv)2 dudv,

ενώ αν F1, F2, F3 είναι οι συνιστώσες της F⃗ και x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) είναι οι συνιστώσες

της Φ⃗(u, v), (u, v) ∈ D, τότε∫
Φ⃗

F⃗ =

∫∫
D

[
(yuzv−zuyv)F1(x, y, z)−(xuzv−zuxv)F2(x, y, z)+(xuyv−yuxv)F3(x, y, z)

]
dudv.
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4 Θεωρήµατα Gauss και Green
ΘΕΩΡΗΜΑGREEN (ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟ↔∆ΙΠΛΟ)

ΈστωΩ ⊂ R2
είναι ένα χωρίο τύπου 3 και συµβολίζουµε µε ∂Ω το θετικά προσανατολισµένο σύνορό του

(το εϕαπτόµενο διάνυσµα σε καθε σηµείο του ∂Ω έχει ϕορά αντίθετη των δεικτών του ρολογιού). Τότε για

κάθε F1, F2 ∈ C1(Ω) ισχύει∫
∂Ω

F⃗ =

∫
Ω

curlF⃗ · k⃗, όπου F⃗ := (F1, F2, 0). (1)

Αν x = x(t), y = y(t) είναι οι συνιστώσες µιας παραµετρικοποίησης σ⃗ : [a, b] → ∂Ω, η οποία διατηρεί τον
προσανατολισµό, τότε το θεώρηµα Green γράϕεται∫ b

a

[
x′F1(x, y) + y′F2(x, y)

]
dt =

∫∫
Ω

(
(F2)x − (F1)y

)
dxdy. (2)

Παρατήρηση: Εκϕράζοντας το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα β΄ είδους ως επικαµπύλιο α΄ είδους, το Θ. Green

αναδιατυπώνεται ως εξής:

Έστω Ω ⊂ R2
είναι ένα χωρίο τύπου 3 και συµβολίζουµε µε ∂Ω το σύνορό του. Τότε για κάθε F1, F2 ∈

C1(Ω) ισχύει ∫
∂Ω

F⃗ · τ⃗ =

∫
Ω

curlF⃗ · k⃗, (3)

όπου F⃗ := (F1, F2, 0) και τ⃗ είναι το µοναδιαίο εϕαπτόµενο διάνυσµα στην καµπύλη ∂Ω µε ϕορά αντίθε-

τη αυτής των δεικτών του ρολογιού.

ΘΕΩΡΗΜΑGAUSS ΣΤΟΧΩΡΟ (ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΟ↔ΤΡΙΠΛΟ)

Έστω Ω ⊂ R3
είναι ένα χωρίο τύπου IV και συµβολίζουµε µε ∂Ω το προσανατολισµένο σύνορό του (το

κάθετο διάνυσµα σε κάθε σηµείο της επιϕάνειας ∂Ω έχει ϕορά προς το εξωτερικό του Ω). Τότε για κάθε
F1, F2, F3 ∈ C1(Ω) ισχύει∫

∂Ω

F⃗ =

∫
Ω

divF⃗ , όπου F⃗ := (F1, F2, F3). (4)

Αν x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) είναι οι συνιστώσες µιας παραµετρικοποίησης Φ⃗ : D ⊂ R2 →
∂Ω, η οποία διατηρεί τον προσανατολισµό, τότε το θεώρηµα Gauss γράϕεται∫∫

D

[
(yuzv − zuyv)F1(x, y,z)− (xuzv − zuxv)F2(x, y, z) + (xuyv − yuxv)F3(x, y, z)

]
dudv

=

∫∫∫
Ω

(
(F1)x + (F2)y + (F3)y

)
dxdydz.

Παρατήρηση: Εκϕράζοντας το επιϕανειακό ολοκλήρωµα β΄ είδους ως επιϕανειακό α΄ είδους, το Θ. Gauss ανα-

διατυπώνεται ως εξής:

ΈστωΩ ⊂ R3
είναι ένα χωρίο τύπου IV και συµβολίζουµε µε∂Ω το σύνορό του. Τότε για κάθεF1, F2, F3 ∈

C1(Ω) ισχύει ∫
∂Ω

F⃗ · ν⃗ =

∫
Ω

divF⃗ , (5)

όπου F⃗ := (F1, F2, F3) και ν⃗ είναι το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στην επιϕάνεια ∂Ω µε ϕορά προς το

εξωτερικό του Ω.

4



5 Θεώρηµα Gauss στο επίπεδο
Το θεώρηµα του Gauss στη µορϕή (5) γενικεύεται στον Rn

, n ∈ N. Συγκεκριµµένα, για n = 1 είναι το

θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού, ενώ για n = 2 είναι το θεώρηµα Green:

ΘΕΩΡΗΜΑGAUSS ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο

Έστω Ω ⊂ R2
είναι ένα χωρίο τύπου 3 και συµβολίζουµε µε ∂Ω το σύνορό του. Τότε για κάθε F1, F2 ∈

C1(Ω) ισχύει ∫
∂Ω

F⃗ · ν⃗ =

∫
Ω

divF⃗ , (6)

όπου F⃗ := (F1, F2) και ν⃗ είναι το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στην καµπύλη ∂Ω µε ϕορά προς το

εξωτερικό του Ω.

Αν x = x(t), y = y(t) µε t ∈ [a, b] είναι οι συνιστώσες µιας παραµετρικοποίησης σ⃗, της καµπύλης ∂Ω,
τέτοια ώστε σε καθε σηµείο της ∂Ω το εϕαπτόµενο διάνυσµα σ⃗′

να έχει ϕορά αντίθετη των δεικτών του ρολογιού,

τότε

ν⃗(t) =

(
y′(t),−x′(t)

)
∥σ⃗′(t)∥

,

και η (6) γράϕεται ∫ b

a

[
y′F1(x, y)− x′F2(x, y)

]
dt =

∫∫
Ω

(
(F1)x + (F2)y

)
dxdy.

Αν πάρουµε F⃗ = (−F2, F1), προκύπτει η (2). Εποµένως το θεώρηµα Green είναι το θεώρηµα Gauss στο

επίπεδο.

6 Θεώρηµα Stokes (ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟ↔ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΟ)

ΘΩΡΗΜΑ STOKES ΓΙΑΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΟΠΟΙΗΜΕΝΕΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ

Έστω S είναι µια προσανατολισµένη επιϕάνεια που ορίζεται από µια ένα-προς-ένα παραµετρικοποίηση

Φ⃗ : D ⊂ R2 → S. Τότε για κάθε F1, F2, F3 ∈ C1(S) ισχύει∫
S

curlF⃗ =

∫
∂S

F⃗ , (7)

όπου F⃗ := (F1, F2, F3) και ∂S είναι το προσανατολισµένο σύνορο της S.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: ΘΩΡΗΜΑ STOKES ΓΙΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

Αν η επιϕάνειαS ορίζεται απο µιαC1
συνάρτηση z = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊂ R2

, τότε η παραµετρικοποίηση

Φ⃗ : D ⊂ R2 → S µε τύπο Φ⃗(x, y) =
(
x, y, f(x, y)

)
είναι προϕανώς ένα-προς-ένα.
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