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Οι µέθοδοι που παρουσιάστηκαν έως τώρα είχαν τη γενική µορφή:

yn+1 = yn + h Φ(xn, yn).

∆ηλαδή για να ϐρούµε την προσέγγιση της λύσης yn+1 χρειαζόµασταν µόνο την προσέγγιση στο

προηγούµενο σηµείο yn. Αυτές οι µέθοδοι λέγονται µέθοδοι ενός ϐήµατος ή απλού ϐήµατος

(µονοβηµατικές).

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα εξετάσουµε τις πολυβηµατικές µεθόδους, οι οποίες προκειµένου να

προσεγγίσουν την συνάρτηση σε ένα σηµείο χρησιµοποιούν προσεγγίσεις σε δύο ή και

περισσότερα προηγούµενα σηµεία.

΄Οπως είδαµε και προηγούµενα η πρώτη αριθµητική µέθοδος οφείλεται στον Euler , στη συνέχεια

οι Adamsκαι Bashforth (1883) εισήγαγαν την ιδέα να χρησιµοποιηθούν τιµές της συνάρτησης

καθώς και τιµές των παραγώγων της σε προηγούµενα ϐήµατα.

Στη συνέχεια µε πολυβηµατικές µεθόδους ασχολήθηκαν οι Moulton (1926), Nyström (1925), Milne

(1926).

Η σύγχρονη ϑεωρία των γραµµικών πολυβηµατικών µεθόδων αναπτύχθηκε από τους Dahlquist

(1956) και Henrici(1962).

Μια µέθοδος λοιπόν ϑα λέγεται k ϐηµάτων αν ο υπολογισµός του yn+1 απαιτεί τις τιµές στα

σηµεία : yn, yn−1, yn−2,..., yn−k+1.

Για να ξεκινήσει µια τέτοια µέθοδος λοιπόν χρειαζόµαστε τις προσεγγιστικές τιµές στα παραπάνω

σηµεία, τις οποίες µπορούµε να τις υπολογίσουµε µε την ϐοήθεια µιας µεθόδου ενός ϐήµατος.
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Στα προηγούµενα µαθήµατα για να λύσουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών πρώτης τάξης :

y
′(x) = f(x, y) στο διάστηµα [a, b] µε αρχική συνθήκη y(a) = y(x0) = y0

εκτιµήσαµε την παράγωγο της y(x) σαν το πηλίκο διαφορών :

y
′(xn) ≈

y(xn+1) − y(xn)

xn+1 − xn

=
y(xn+1) − y(xn)

h
=

yn+1 − yn

h

και ϐρήκαµε την µέθοδο : yn+1 = yn + h f(xn, yn) (Euler).

Αν όµως εκτιµούσαµε την παράγωγο της y(x) µε το πηλίκο διαφορών :

y
′(xn) ≈

y(xn+1) − y(xn−1)

xn+1 − xn−1

=
y(xn+1) − y(xn−1)

2h
=

yn+1 − yn−1

2h

ϑα ϐρίσκαµε την µέθοδο :

yn+1 = yn−1 + h f(xn, yn) ή yn+2 = yn + h f(xn+1, yn+1).

Για να ξεκινήσουµε χρειαζόµαστε τις εκτιµήσεις στα σηµεία x0 και x1 για να ϐρούµε την εκτίµηση

της λύσης στο σηµείο x2.

Παρατηρούµε ότι σε κάθε ϐήµα για να µπορέσουµε να ϐρούµε εκτίµηση της λύσης στο σηµείο

xn+2 χρειάζονται οι εκτιµήσεις στα δύο προηγούµενα σηµεία xn+1 και xn.

Μια µέθοδος αυτής της µορφής όπως είπαµε λέγεται πολυβηµατική µέθοδος (δύο ϐηµάτων).
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Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε αν ολοκληρώσουµε την ∆.Ε. στο διάστηµα [xn, xn+2].

y
′(x) = f(x, y)∫

xn+2

xn

y
′(x)dx =

∫
xn+2

xn

f(x, y)dx

y(xn+2) − y(xn) =

∫
xn+2

xn

f(x, y)dx

Αν προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα του δευτέρου µέλους µε τον τύπο του ενδιάµεσου σηµείου

ϑα ϐρούµε :

yn+2 − yn = 2hf(xn+1, yn+1)

ή τελικά

yn+2 = yn + 2hf(xn+1, yn+1).
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Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο στο πρόβληµα αρχικών τιµών

y
′ = x y + 2 x, x ∈ [0, 1], y(0) = 1.

Θα εφαρµόσουµε την παραπάνω µέθοδο µε n = 10 σηµεία και ϐήµα h = 0.1.

Επειδή γνωρίζουµε µόνο µια αρχική τιµή την y0 = 1, ϑα χρησιµοποιήσουµε µια µέθοδο ενός

ϐήµατος για να υπολογίσουµε την τιµή της συνάρτησης στο επόµενο ϐήµα. Εδώ ϑα

χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Euler.

y1 = y0 + h f(x0, y0) = 1 + 0.1(0.1 · 1 + 2 · 0.1) = 1.03

΄Εχουµε λοιπόν ότι y0 = 1 και y1 = 1.03.

Ξεκινώντας λοιπόν να εφαρµόζουµε την µέθοδο έχουµε :

y2 = y0 + 2h f(x1, y1) = 1 + 0.2(0.1 · 1.03 + 2 · 0.1) = 1.0606

y3 = y1 + 2h f(x2, y2) = 1.03 + 0.2(0.2 · 1.0606 + 2 · 0.2) = 1.1524

y4 = y2 + 2h f(x3, y3) = 1.0606 + 0.2(0.3 · 1.1524 + 2 · 0.3) = 1.2497

Η αναλυτική λύση του προβλήµατος είναι : y(x) = −2 + 3 e
x
2

2

και στα αντίστοιχα σηµεία οι τιµές της ακριβούς λύσης είναι :

y(0.2) = 3 e
0.22

2 − 2 = 1.0606

y(0.3) = 3 e
0.32

2 − 2 = 1.1381

y(0.4) = 3 e
0.42

2 − 2 = 1.2499
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Μπορούµε να προγραµµατίσουµε στο MATLAB πρόγραµµα το οποίο υλοποιεί την παραπάνω

µέθοδο :

function [x,y] = multistep(fun,y0,y1,a,b,N)

h = (b-a)/N ;

x = zeros(N+1,1) ;

y = zeros(N+1,1) ;

x(1) = a ;

x(2) = a + h;

y(1) = y0 ;

y(2) = y1 ;

for n=1:N-1

x(n+1) = x(n) + h ;

y(n+2) = y(n) + 2*h*feval(fun,x(n+1),y(n+1)) ;

end

end
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Στον πίνακα δίνονται οι τιµές του xi , οι προσεγγιστικές τιµές που ϐρίσκουµε µε την µέθοδο, οι

ακριβείς λύσεις καθώς και το απόλυτο σφάλµα.

xi yi y(xi) | |yi − y(xi) |

0 1.0000 1.0000 0

0.1000 1.0300 1.0150 0.0150

0.2000 1.0606 1.0606 0.0000

0.3000 1.1524 1.1381 0.0143

0.4000 1.2498 1.2499 0.0001

0.5000 1.4124 1.3994 0.0130

0.6000 1.5910 1.5917 0.0007

0.7000 1.8433 1.8329 0.0105

0.8000 2.1291 2.1314 0.0023

0.9000 2.5040 2.4979 0.0061

1.0000 2.9398 2.9462 0.0064
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Η γενική µορφή µιας πολυβηµατικής µεθόδου (Multistep Method) είναι

k−1∑
i=0

aiyn+1−i = hΦ(xn, yn+1, yn, yn−1, . . . , yn−k+1, h).

µια µέθοδος λέγεται γραµµική πολυβηµατική µέθοδος (Linear Multistep Method) αν

Φ(xn, yn+1, yn, yn−1, . . . , yn−k+1, h) =
k∑

i=0

bi f (xn+1−i , yn+1−i)

Η γενική µορφή µιας γραµµικής πολυβηµατικής µεθόδου είναι

yn+1 =
k∑

i=1

ai yn+1−i + h

k∑
i=0

bi f (xn+1−i , yn+1−i) .

Οι παράµετροι ai , bi , k επιλέγονται µε τέτοιο τρόπο ώστε να ικανοποιούν κατάλληλα κριτήρια που

σχετίζονται µε την τάξη και/ή την ευστάθεις της µεθόδου, µε παρόµοιο τρόπο µε αυτόν που

επιλέγονται οι παράµετροι στις µεθόδους RK .

Υποθέτουµε επίης ότι : |a0|+ |b0| , 0.

Η γραµµική πολυβηµατική µέθοδος ϑα λέµε ότι είναι αλγεβρικής τάξης p αν ολοκληρώνει

ακριβώς κάθε γραµµικό συνδυασµό των γραµµικά ανεξάρτητων συναρτήσεων 1, x, x2, ..., xp+1.
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Ορίζουµε τη συνέπεια των πολυβηµατικών µεθόδων µε τρόπο ανάλογο µε αυτό των µεθόδων

Runge-Kutta .

Ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι η µέθοδος συνεπής (consistent) είναι οι εξής :

k∑
i=1

ai = 1

−

k∑
i=1

(i − 1)ai +
k∑

i=0

bi = 1

∆ηλαδή πρέπει η µέθοδος να είναι τουλάχιστον πρώτης τάξης

(ακριβής για y(x) = 1 και για y(x) = x).

Μια γραµµική µέθοδος κ-ϐηµάτων λέγεται µηδενικά ευσταθής (zero stable) αν υπάρχει σταθερά

L, έτσι ώστε για δύο οποιεσδήποτε ακολουθίες yn και zn προσεγγίσεων, οι οποίες έχουν

υπολογιστεί µε την ίδια µέθοδο αλλά διαφορετικές αρχικές προσεγγίσεις y0, y1, ..., yk−1 και

z0, z1, ..., zk−1 αντίστοιχα να ισχύει :

|yn − zn| ≤ L max {|y0 − z0|, |y1 − z1|, ..., |yk−1 − yk−1|} .

Επειδή, για να δείξουµε αν η µέθοδος είναι ευσταθής εφαρµόζουµε την µέθοδο στην ∆. Ε.

y
′ = 0, ονοµάζεται µηδενική ευστάθεια.
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Για ευκολία την ευστάθεια της µεθόδου χρησιµοποιούµε την ακόλουθη συνθήκη.

Μια µέθοδος της µορφής ϑα λέµε ότι πληροί τη συνθήκη ϱιζών, αν για το χαρακτηριστικό της

πολυώνυµο :

z
k + ak−1z

k−1 + ak−2z
k−2 + ...+ a0

ισχύουν τα εξής :

όλες οι ϱίζες του πολυωνύµου έχουν µέτρο το πολύ 1

όλες οι ϱίζες του πολυωνύµου, που έχουν απόλυτες τιµές ίσες µε 1, έχουν πολλαπλότητα 1.

Αποδεικνύεται ότι µια µέθοδος είναι ευσταθής αν ικανοποιείται η συνθήκη των ϱιζών.

Το ακόλουθο ϑεώρηµα αφείλεται στον Henrici (1962)

Η µέθοδος συγλίνει αν και µόνο αν είναι συνεπής και µηδενικά ευσταθής.
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Στη συνέχεια ϑα δούµε τρόπους κατασκευής πολυβηµατικών µεθόδων.

Μια τεχνική είναι να Ϲητήσουµε η µέθοδος µας να είναι ακριβής για όσο το δυνατόν

µεγαλύτερες δυνάµεις του x .

Στην περίπτωση k = 1 η µέθοδος γράφεται

yn+1 = a1 yn + h (b0f (xn+1, yn+1) + b1f (xn, yn)) ,

παρατηρούµε ότι στο δεξί µέλος εµφανίζεται ο όρος f(xn+1, yn+1) ο οποίος εµπλέκει την

άγνωστη εκτίµηση yn+1.

Μια τέτοια µέθοδος λέγεται έµµεση.

Ζητώντας η µέθοδος να είναι ακριβής για y(x) = 1 δηλαδή f(x, y(x)) = 0

ϑα πρέπει να ισχύει a1 = 1.

Για να είναι η µέθοδος ακριβής για y(x) = x δηλαδή f(x, y) = y
′(x) = 1 προκύπτει :

x + h = a1x + h(b0 + b1)

δηλαδή ϑα πρέπει να ισχύει : b0 + b1 = 1.

Για άµεση µέθοδο ϑέτουµε b0 = 0 οπότε b1 = 1.

Συνεπώς για a1 = 1, b0 = 0 και b1 = 1 η µέθοδος που προκύπτει είναι και πάλι η µέθοδος Euler .

yn+1 = yn + hf (xn, yn)
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Γενικά αν b0 = 0 η µέθοδος που προκύπτει λέγεται άµεση (explicit), ενώ αν b0 , 0 η µέθοδος

που προκύπτει λέγεται έµµεση (implicit).

Για έµµεση µέθεδο (b0 , 0) µπορούµε να Ϲητήσουµε να ολοκληρώνεται ακριβώς και η

συνάρτηση y(x) = x
2.

Για να είναι η µέθοδος ακριβής για y(x) = x
2 δηλαδή f(x, y) = y

′(x) = 2x προκύπτει :

(x + h)2 = x
2 + h (b02(x + h) + b12x)

x
2 + 2xh + h

2 = x
2 + 2hxb0 + 2b0h

2 + 2hxb1

2xh + h
2 = 2hx (b0 + b1) + 2b0h

2

οπότε ϑα πρέπει να ικανοποιούνται οι σχέσεις :

b0 + b1 = 1 και b0 = 1

2

Συνεπώς για a1 = 1, b0 = 1

2
και b1 = 1

2
η µέθοδος που προκύπτει είναι η :

yn+1 = yn +
h

2
(f (xn+1, yn+1) + f (xn, yn)) ,

Η παραπάνω µέθοδος είναι ακριβής για πολυώνυµα δεύτερου ϐαθµού και είναι ίδια µε την

implicit Runge Kutta µέθοδο του τραπεζίου.
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Στην περίπτωση k = 2 η µέθοδος γράφεται

yn+1 = a1 yn + a2 yn−1 + h (b0f (xn+1, yn+1) + b1f (xn, yn) + b2f (xn−1, yn−1)) ,

Για να είναι η µέθοδος συνεπής πρέπει

a1 + a2 = 1 και − a2 + b0 + b1 + b2 = 1

Για άµεση µέθοδο (b0 = 0) αν ϑέσουµε a1 = 1 η µέθοδος έχει την µορφή:

yn+1 = yn + h (b1f (xn, yn) + b2f (xn−1, yn−1)) .

Μπορούµε να υπολογίσουµε τους συντελεστές b1 και b2 ώστε η µέθοδος να είναι ακριβής για

πολυώνυµα όσο το δυνατό µεγαλύτερου ϐαθµού.

Για y(x) = x
2

(x + h)2 = x
2 + h (b12x + b22(x − h))

x
2 + 2xh + h

2 = x
2 + 2h(b1 + b2) − 2h

2
b2

παίρνουµε επιπλέον της b1 + b2 = 1 τη σχέση 2b2 = −1 από όπου προκύπτει b2 = −1/2 και

b1 = 3/2.

Η µέθοδος γράφεται

yn+1 = yn + h

(
3

2
f (xn, yn) −

1

2
f (xn−1, yn−1)

)
.

Η παραπάνω µέθοδος είναι ακριβής για πολυώνυµα δεύτερου ϐαθµού.
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Αν τώρα ϑέλουµε να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους a1, a2, b0, b1, b2 ώστε να πάρουµε τη µέγιστη

δυνατή τάξη

yn+1 = a1 yn + a2 yn−1 + h (b0f (xn+1, yn+1) + b1f (xn, yn) + b2f (xn−1, yn−1)) ,

Για y(x) = x
2 έχουµε

(x + h)2 = a1x
2 + a2(x − h)2 + h(b02(x + h) + b12x + b22(x − h))

x
2 + 2xh + h

2 = a1x
2 + a2x

2 − 2a2xh + a2h
2

+h(2b0x + 2hb0 + 2b1x + 2b2x − 2b2h)

x
2 + 2xh + h

2 = (a1 + a2)x
2 + (b0 + b1 + b2 − a2)2xh

+(a2 + 2b0 − 2b2)h
2

συνεπώς ϑα πρέπει να ισχύει επιπλέον a2 + 2b0 − 2b2 = 1.

Για y(x) = x
3 έχουµε

(x + h)3 = a1x
3 + a2(x − h)3 + h(b03(x + h)2 + b13x

2 + b23(x − h)2)

x
3 + 3x

2
h + 3xh

2 + h
3 = a1x

3 + a2x
3 − 3a2x

2
h + 3a2xh

2 − a2h
3

+h(3b0x
2 + 6b0xh + 3b0h

2 + 3b1x
2 + 3b2x

2 − 6b2xh + 3b2h
2)

x
3 + 3x

2
h + 3xh

2 + h
3 = (a1 + a2)x

3 + (−3a2 + 3b0 + 3b1 + 3b2)x
2
h

+(3a2 + 6b0 − 6b2)xh
2 + (−a2 + 3b0 + 3b2)h

3

συνεπώς ϑα πρέπει επιπλέον να ισχύει −a2 + 3b0 + 3b2 = 1.
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Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουµε το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων

a1 + a2 = 1

b0 + b1 + b2 − a2 = 1

a2 + 2b0 − 2b2 = 1

3b0 + 3b2 − a2 = 1

Για άµεση µέθοδο (b0 = 0) το σύστηµα έχει µοναδική λύση την

a1 = −4, a2 = 5, b1 = 4, b2 = 2

και η παραγόµενη µέθοδος είναι η

yn+1 = −4yn + 5yn−1 + h (4f (xn, yn) + 2f (xn−1, yn−1))

Η µέθοδος είναι ακριβής για πολυώνυµα τρίτου ϐαθµού.

Για έµεση µέθοδο (b0 , 0) µπορούµε να απαιτήσουµε να είναι ακριβής και για πολυώνυµα

τετάρτου ϐαθµού y(x) = x
4 έχουµε την επιπλέον εξίσωση a2 + 4b0 − 4b2 = 1. Το σύστηµα

έχει µοναδική λύση την

a1 = 0, a2 = 1, b0 =
1

3
, b1 =

4

3
, b2 =

1

3

και η παραγόµενη µέθοδος είναι η

yn+1 = yn−1 +
h

3
(f (xn+1, yn+1) + 4f (xn, yn) + f (xn−1, yn−1)) ,

η οποία είναι ακριβής για πολυώνυµα τετάρτου ϐαθµού.
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Κατασκευή µεθόδων µε χρήση του αναπτύγµατος Taylor

΄Ενας διαφορετικός τρόπος εύρεσης των παραµέτρων ai και bi είναι να αναπτύξουµε κατά

Ταψλορ το τοπικό σφάλµα αποκοπής

tn+1 = −y(xn+1) +
k∑

i=1

ai y(xn+1−i) + h

k∑
i=0

bi f (xn+1−i , y(xn+1−i)) ,

Για να κατασκευάσουµε µέθοδο τέταρτης τάξης παίρνουµε το ανάπτυγµα

tn+1 = −y(xn) − y
′(xn)h −

1

2
y
′′(xn)h

2 −
1

6
y
(3)(xn)h

3 −
1

24
y
(4)(xn)h

4 + O(h
5)

+
k∑

i=1

(
aiy(xn) − (i − 1)aiy

′(xn)h +
1

2
(i − 1)2

aiy
′′(xn)h

2

−
1

6
(i − 1)3

aiy
(3)(xn)h

3 +
1

24
(i − 1)4

aiy
(4)(xn)h

4 + O(h
5)
)

+h

k∑
i=0

(
biy
′(xn) − (i − 1)biy

′′(xn)h +
1

2
(i − 1)2

biy
(3)(xn)h

2

−
1

6
(i − 1)3

biy
(4)(xn)h

3 +
1

24
(i − 1)4

biy
(5)(xn)h

4 + O(h
5)
)
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Κατασκευή µεθόδων µε χρήση του αναπτύγµατος Taylor

οµαδοποιώντας τους όρους των δυνάµεων του h το τοπικό σφάλµα αποκοπής γράφεται :

tn+1 =

 k∑
i=1

ai − 1

 y(xn)

+h

− k∑
i=1

(i − 1)ai +
k∑

i=0

bi − 1

 y
′(xn)

+h
2

1

2

k∑
i=1

(i − 1)2
ai −

k∑
i=0

bi(i − 1) −
1

2

 y
′′(xn)

+h
3

−1

6

k∑
i=1

(i − 1)3
ai +

1

2

k∑
i=0

bi(i − 1)2 −
1

6

 y
(3)(xn)

+h
4

 1

24

k∑
i=1

(i − 1)4
ai −

1

6

k∑
i=0

bi(i − 1)3 −
1

24

 y
(4)(xn) + O(h

5)
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Κατασκευή µεθόδων µε χρήση του αναπτύγµατος Taylor

tn+1 = C0y(xn) + C1hy
′(xn) + C2h

2
y
′′(xn) + C3h

3
y
(3)(xn) + C4h

4
y
(4)(xn) + O(h

5)

όπου

C0 =
k∑

i=1

ai − 1

C1 = −

k∑
i=1

(i − 1)ai +
k∑

i=0

bi − 1

C2 =
1

2

k∑
i=1

(i − 1)2
ai −

k∑
i=0

bi(i − 1) −
1

2

C3 = −
1

6

k∑
i=1

(i − 1)3
ai +

1

2

k∑
i=0

bi(i − 1)2 −
1

6

C4 =
1

24

k∑
i=1

(i − 1)4
ai −

1

6

k∑
i=0

bi(i − 1)3 −
1

24
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Κατασκευή µεθόδων µε χρήση του αναπτύγµατος Taylor

Μια γραµµική πολυβηµατική µέθοδος είναι τάξης p αν ισχύει C0 = C1 = C2 = · · · = Cp = 0 και

ο συντελεστής Cp+1 είναι η σταθερά σφάλµατος (error constant).

Οι συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν οι συντελεστές ai και bi είναι

k∑
i=1

ai = 1

−

k∑
i=1

(i − 1)ai +
k∑

i=0

bi = 1

k∑
i=1

(i − 1)2
ai − 2

k∑
i=0

bi(i − 1) = 1

−

k∑
i=1

(i − 1)3
ai + 3

k∑
i=0

bi(i − 1)2 = 1

k∑
i=1

(i − 1)4
ai − 4

k∑
i=0

bi(i − 1)3 = 1
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Κατασκευή µεθόδων µε χρήση του αναπτύγµατος Taylor

΄Ετσι για παράδειγµα αν ϑεωρήσουµε την περίπτωση για k = 2 οι συνθήκες γίνονται

a1 + a2 = 1

−a2 + b0 + b1 + b2 = 1

a2 + 2b0 − 2b2 = 1

−a2 + 3b0 + 3b2 = 1

a2 + 4b0 − 4b2 = 1.

Παρατηρούµε ότι είναι το σύστηµα εξισώσεων που ϐρήκαµε στην προηγούµενη παράγραφο.
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Κατασκευή µεθόδων µε χρήση του αναπτύγµατος Taylor

΄Εστω ότι ϑέλουµε να κατασκευάσουµε την ακριβέστερη µέθοδο τριών ϐηµάτων.

Η µέθοδος ϑα είναι της µορφής :

yn+1 = a1yn + a2yn−1 + a3yn−2 + h (b0fn+1 + b1fn + b2fn−1 + b3fn−2)

Παρατηρούµε ότι η µέθοδος µας έχει 7 παραµέτρους τους a1, a2, a3, b0, b1, b2, b3.

Αναπτύσουµε σε σειρά Ταψλορ µε όρους έως και h
6 και παίρνουµε το ακόλουθο σύστηµα :

a1 + a2 + a3 = 1

−a2 − 2a3 + b0 + b1 + b2 + b3 = 1

a2 + 2a3 + b0 − b2 − 2b3 = 1

−a2 − 8a3 + 3(b0 + b2 + 4b3) = 1

a2 + 16a3 + 4(b0 − b2 − 8b3) = 1

−a2 − 32a3 + 5(b0 + b2 + 16b3) = 1

a2 + 64a3 + 6(b0 − 6b2 − 32b3) = 1

λύση

a1 = −
27

11
, a2 =

27

11
, a3 = 1,

b0 =
3

11
, b1 =

27

11
, b2 =

27

11
, b3 =

3

11
.
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Κατασκευή µεθόδων µε χρήση του αναπτύγµατος Taylor

Οπότε η ακριβέστερη µέθοδος τριών ϐηµάτων αυτής της µορφής είναι η :

yn+1 =
27

11
(−yn + yn−1) + yn−2 +

3h

11
(fn+1 + 9fn + 9fn−1 + fn−2)

Ενώ αν ϑέλαµε να κατασκευάσουµε την ακριβέστερη άµεση µέθοδο τριών ϐηµάτων ϑα

απαιτούσαµε b0 = 0 οπότε ϑα είχαµε 6 παραµέτρους οπότε ϑα αναπτύσαµε κατά Ταψλορ µέχρι

τους όρους του h
5 και λύνοντας το αντίστοιχο σύστηµα των εξισώσεων ϑα ϐρίσκαµε :

a1 = −18, a2 = 9, a3 = 10,

b1 = 9, b2 = 18, b3 = 3.

Οπότε η ακριβέστερη άµεση µέθοδος τριών ϐηµάτων είναι η :

yn+1 = −18 yn + 9 yn−1 + 10 yn−2 + h (9 fn + 18 fn−1 + 3 fn−2)
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Κατασκευή µεθόδων τύπου Adams

΄Οπως είδαµε παραπάνω, για να λύσουµε την εξίσωση y
′(x) = f(x, y) µπορούµε να

ολοκληρώσουµε την ∆.Ε. στο διάστηµα [xn, xn+1] και να πάρουµε :

y
′(x) = f(x, y)∫

xn+1

xn

y
′(x)dx =

∫
xn+1

xn

f(x, y)dx

y(xn+1) = y(xn) +

∫
xn+1

xn

f(x, y)dx

Αν αντικαταστήσουµε την συνάρτηση f(x, y) µε κάποιο πολυώνυµο παρεµβολής Pr (x), ϐαθµού το

πολύ r , ϑα πάρουµε :

y(xn+1) = y(xn) +

∫
xn+1

xn

Pr (x)dx

Οι Adams και Bashforth σε άρθρο τους το 1883 εισήγαναν πολυβηµατικές µεθόδους

χρησιµοποιώντας το πολυώνυµο παρεµβολής Newton στα σηµεία xn, xn−1, ..., xn−k+1.
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Κατασκευή µεθόδων τύπου Adams

Το πολυώνυµο αυτό γράφεται µε την ϐοήθεια των προς τα πίσω διαφορών ως εξής :

Pk (x) = Pk (xn + s h) =
k∑

i=0

(
s + i − 1

i

)
∇i

fn

= fn +

(
s

1

)
∇fn +

(
s + 1

2

)
∇2

fn + ....+

(
s + k − 1

k

)
∇k

fn.

όπου

∇0
fn = fn, ∇j+1 = ∇j

fn − ∇
j
fn−1

έτσι κάνοντας αντικατάσταση έχουµε :

yn+1 = yn + h

k−1∑
i=0

γi∇
i
fn

όπου οι σταθερές γi είναι ίσες µε :

γi =

∫
1

0

(
s + i − 1

i

)
ds
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Κατασκευή µεθόδων τύπου Adams

γi =

∫
1

0

(
s + i − 1

i

)
ds

Οι πέντε πρώτοι συντελεστές γi ϐρίσκονται ως εξής

γ0 =

∫
1

0

(
s − 1

0

)
ds =

∫
1

0

1ds = 1

γ1 =

∫
1

0

(
s

1

)
ds =

∫
1

0

sds =
1

2

γ2 =

∫
1

0

(
s + 1

2

)
ds =

1

2

∫
1

0

(s2 + s)ds =
5

12

γ3 =

∫
1

0

(
s + 2

3

)
ds =

1

6

∫
1

0

(s3 + 3s
2 + 2s)ds =

3

8

γ4 =

∫
1

0

(
s + 3

4

)
ds =

1

24

∫
1

0

s(s + 1)(s + 2)(s + 3)ds

=
1

24

∫
1

0

(s4 + 6s
3 + 11s

2 + 6s)ds =
251

720
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Κατασκευή µεθόδων τύπου Adams

Στον επόµενο πίνακα δίνονται οι πρώτες εννέα τιµές των γi για i = 0, .., 8.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

γi 1
1

2

5

12

3

8

251

720

95

288

19087

60480

5257

17280

1070017

3628800

Για τις τιµές των γi που ϐρήκαµε προκύπτουν αντίστοιχα οι µέθοδοι :

Για k = 1 έχουµε :

yn+1 = yn + h γ0∇
0
fn yn+1 = yn + h fn

Για k = 2 έχουµε :

yn+1 = yn + h

(
γ0∇

0
fn + γ1∇

1
fn

)
yn+1 = yn + h

(
fn +

1

2

(
∇0

fn − ∇
0
fn−1

))
yn+1 = yn + h

(
fn +

1

2
fn −

1

2
fn−1

)
yn+1 = yn +

h

2
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Κατασκευή µεθόδων τύπου Adams

Για k = 3 έχουµε :

yn+1 = yn + h

(
γ0∇

0
fn + γ1∇

1
fn + γ2∇

2
fn

)
yn+1 = yn + h

(
fn +

1

2

(
∇0

fn − ∇
0
fn−1

)
+

5

12

(
∇1

fn − ∇
1
fn−1

))
yn+1 = yn + h

(
fn +

1

2
fn −

1

2
fn−1 +

5

12

(
∇0

fn − ∇
0
fn−1 − ∇

0
fn−1 + ∇0

fn−2

))
yn+1 = yn + h

(
fn +

1

2
fn −

1

2
fn−1 +

5

12
fn −

5

12
fn−1 −

5

12
fn−1 +

5

12
fn−2

)
yn+1 = yn +

h

12
(23fn − 16fn−1 + 5fn−2)
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Κατασκευή µεθόδων τύπου Adams

Οι επόµενες τρεις µέθοδοι για k = 4, 5, 6 είναι

yn+1 = yn +
h

24
(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3)

yn+1 = yn +
h

720
(1901fn − 2774fn−1 + 2616fn−2 − 1274fn−3 + 251fn−4)

yn+1 = yn +
h

1440
(4277fn − 7923fn−1 + 9982fn−2 − 7298fn−3 + 2877fn−4 − 475fn−5)

Οι παραπάνω µέθοδοι καλούνται Adams - Bashforth , είναι άµεσες µέθοδοι, αφού b0 = 0 και είναι της

µορφής για τις οποίες ισχύει a1 = 1 και ai = 0 για i = 2, . . . , k . ∆ηλαδή έχουν τη γενική µορφή:

yn+1 = yn + h

k∑
i=1

bi f (xn+1−i , yn+1−i) ,

ή

yn+1 = yn + h (b1f (xn, yn) + b2f (xn−1, yn−1) + · · ·+ bk f (xn−k , yn−k)) .
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