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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

∆ιηρηµένη διαφορά µηδενικής τάξης στο σηµείο xi

f [xi ] = f(xi).

∆ιηρηµένη διαφορά πρώτης τάξης στα σηµεία xi , xi+1

f [xi , xi+1] =
f [xi+1] − f [xi ]

xi+1 − xi

.

∆ιηρηµένη διαφορά δεύτερης τάξης στα σηµεία xi , xi+1, xi+2 χρησιµοποιώντας τις διαφορές

πρώτης τάξης

f [xi , xi+1, xi+2] =
f [xi+1, xi+2] − f [xi , xi+1]

xi+2 − xi

.

Γενικά η διηρηµένη διαφορά k τάξης k ≥ 1 ορίζεται από τις διαφορές προηγούµενης τάξης ως

εξής:

f [xi , xi+1, . . . , xi+k ] =
f [xi+1, . . . , xi+k ] − f [xi , . . . , xi+k−1]

xi+k − xi

π.χ. γιά k = 3

f [xi , xi+1, xi+2, xi+3] =
f [xi+1, xi+2, xi+3] − f [xi , xi+1, xi+2]

xi+3 − xi
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Στον ακόλουθο πίνακα ϐλέπουµε τις διηρηµένες διαφορές έως και τέταρτης τάξης για σηµεία xi ,

i = 0, 1, 2, 3, 4

f(x0) = f [x0]
f [x0, x1]

f(x1) = f [x1] f [x0, x1, x2]
f [x1, x2] f [x0, x1, x2, x3]

f(x2) = f [x2] f [x1, x2, x3] f [x0, x1, x2, x3, x4]
f [x2, x3] f [x1, x2, x3, x4]

f(x3) = f [x3] f [x2, x3, x4]
f [x3, x4]

f(x4) = f [x4]
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Για τη διαφορά πρώτης τάξης έχουµε

f [xi , xi+1] =
fi+1

xi+1 − xi

+
fi

xi − xi+1

.

Για τη διαφορά δεύτερης τάξης γράφουµε διαδοχικά

f [xi , xi+1, xi+2] =
f [xi+1, xi+2] − f [xi , xi+1]

xi+2 − xi

=

fi+2 − fi+1

xi+2 − xi+1

−
fi+1 − fi

xi+1 − xi

xi+2 − xi

=
fi+2 − fi+1

(xi+2 − xi+1)(xi+2 − xi)
−

fi+1 − fi

(xi+1 − xi)(xi+2 − xi)

=
fi+2

(xi+2 − xi+1)(xi+2 − xi)
+

fi+1

(xi+1 − xi)(xi+1 − xi+2)
+

fi

(xi − xi+1)(xi − xi+2)
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Μπορούµε να αποδείξουµε µε επαγωγή ότι

f [xi , xi+1, . . . , xi+k ] =
fi

(xi − xi+1)(xi − xi+2) · · · (xi − xi+k)
+

fi+1

(xi+1 − xi)(xi+1 − xi+2) · · · (xi+1 − xi+k)
+

fi+2

(xi+2 − xi)(xi+2 − xi+1) · · · (xi+2 − xi+k)
+ · · ·+

fi+k

(xi+k − xi)(xi+k − xi+1) · · · (xi+k − xi+k−1)

ή

f [xi , xi+1, . . . , xi+k ] =
k

∑

j=0

fj

k
∏

r = 0

r , j

(xj − xr)
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Από το παράπανω αποτέλεσµα προκύπτει ότι η διηρηµένη διαφορά δεν εξαρτάται από τη σειρά

των σηµείων. Μπορεί να οριστεί και στην περίπτωση που κάποια ή όλα τα σηµεία συµπίπτουν Αν

σε κάποιο σηµείο x0 ορίζεται η παράγωγος της f τότε ορίζουµε τη διαφορά f [x0, x0] ίση µε την

παράγωγο, δηλαδή

f [x0, x0] = f
′(x0)
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

΄Εστω f : [a, b]→ R και xi , i = 0, 1, . . . , k διακεκριµένα σηµεία στο [a, b]. ΄Εστω επίσης pk−1(x)
το πολυώνυµο παρεµβολής της f που ορίζεται από τα σηµεία xi , i = 0, 1, . . . , (k − 1) Ϲητάµε να

γράψουµε το πολυώνυµο παρεµβολής pk(x) στα σηµεία xi , i = 0, 1, . . . , k ως εξής

pk(x) = pk−1(x) + q(x)

Για τα σηµεία xi , i = 0, 1, . . . , k ισχύει

pk(xi) = pk−1(xi) = f(xi)

οπότε q(xi) = 0 στα σηµεία αυτά. Τότε το q(x) γράφεται

qk(x) = ak(x − x0)(x − x1) · · · (x − xk−1)

µένει να προσδιορίσουµε τον συντελεστή ak .

Για k = 1 ισχύει

p1(x) = f(x0) + a1(x − x0)

επιπλέον ισχύει p1(x1) = f(x1) άρα

a1 =
f(x1) − f(x0)

x1 − x0

= f [x0, x1]

εποµένως p1(x) = f [x0] + f [x0, x1](x − x0).
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Για k = 2 ισχύει

p2(x) = p1(x) + a2(x − x0)(x − x1)

= f [x0] + f [x0, x1](x − x0) + a2(x − x0)(x − x1)

επιπλέον ισχύει p2(x2) = f(x2) άρα

f(x2) = f [x0] + f [x0, x1](x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1)

a2 =
f(x2) − f [x0] − f [x0, x1](x2 − x0)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

f [x2] − f [x0] − f [x0, x1](x2 − x0)

x2 − x1

x2 − x0

εύκολα δείχνεται ότι ο αριθµητής του τελευταίου κλάσµατος είναι ίσος µε f [x1, x2] − f [x0, x1]
οπότε a2 = f [x0, x1, x2] και

p2(x) = f [x0] + f [x0, x1](x − x0) + f [x0, x1, x2](x − x0)(x − x1).
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Μπορούµε να δείξουµε µε επαγωγή ότι ak = f [x0, x1, . . . , xk ] οπότε

pk(x) = pk−1(x) + f [x0, x1, . . . , xk ](x − x0)(x − x1) · · · (x − xk−1).

ή

pk(x) = f [x0] + f [x0, x1](x − x0) + f [x0, x1, x2](x − x0)(x − x1) + · · ·+

f [x0, x1, . . . , xk ](x − x0)(x − x1) · · · (x − xk−1).

Το τελευταίο είναι το πολυώνυµο παρεµβολής Newton .
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Παράδειγµα

Να δοθεί το πολυώνυµο παρεµβολής Newton µε διηρηµένες διαφορές της όταν δίνονται τα

σηµεία (0, 2), (2, 4), (2.5, 1), (3.5,−2).

∆ηµιουργούµε τον πίνακα µε τις διηρηµένες διαφορές

i xi f [xi ] f [xi , xi+1] f [xi , xi+1, xi+2] f [xi , xi+1, xi+2, xi+3]

0 0 2
4 − 2

2 − 0
= 1

1 2 4
−6 − 1

2.5 − 0
= −2.8

1 − 4

2.5 − 2
= −6

2 + 2.8

3.5 − 0
= 1.37143

2 2.5 1
−3 + 6

3.5 − 2
= 2

−2 − 1

3.5 − 2.5
= −3

3 3.5 -2
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Το πολυώνυµο παρεµβολής Νεωτον είναι το :

p3(x) = 2 + (x − 0) − 2.8(x − 0)(x − 2) + 1.37143x(x − 2)(x − 2.5)

ή

p3(x) = 2 + 13.4571x − 8.97144x
2 + 1.37143x

3

Παρατηρήστε ότι αυτό είναι το πολύώνυµο που ϐρήκαµε όταν εφαρµόσαµε παρεµβολή κατά

Lagrange .
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Αν επιπλέον των σηµείων του προηγούµενου παραδείγµατος έχουµε ακόµα δύο σηµεία (4, 2.5)
και (5, 5.5) τότε είναι εύκολο να δουλέψουµε πάνω στα προηγούµενα δεδοµένα. Τα σηµεία

παρεµβολής τώρα είναι

(0, 2), (2, 4), (2.5, 1), (3.5,−2), (4, 2.5), (5, 5.5)

Συµπληρώνουµε τον πίνακα του προηγούµενου παραδείγµατος µε τα δύο επιπλέον σηµεία και τις

διαφορές που αντιστοιχούν σε αυτά.

i xi f [xi ] 1η τάξη 2η τάξη 3η τάξη 4η τάξη 5η τάξη

0 0 2

1

1 2 4 -2.8

-6 1.37143

2 2.5 1 2 0.407143

-3 3 -0.601429

3 3.5 -2 8 -2.6

9 -4.8

4 4 2.5 -4

3

5 5 5.5
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Το πολυώνυµο παρεµβολής Newton προκύπτει από το πολύώνυµο τρίτου ϐαθµού του

προηγούµενου παραδείγµατος µε δύο επιπλέον όρους

p5(x) = p3(x) + 0.407143x(x − 2)(x − 2.5)(x − 3.5)

−0.6014286x(x − 2)(x − 2.5)(x − 3.5)(x − 4)

p3(x) = 2 + (x − 0) − 2.8(x − 0)(x − 2) + 1.37143x(x − 2)(x − 2.5)

+0.407143x(x − 2)(x − 2.5)(x − 3.5)

−0.6014286x(x − 2)(x − 2.5)(x − 3.5)(x − 4)

µετά από πράξεις έχουµε

p5(x) = 2 − 35.7679x + 59.9204x
2
− 33.6111x

3 + 7.62429x
4
− 0.601429x

5
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Στο σχήµα ϐλέπουµε τη γραφική παράσταση του πολυωνύµου πέµπτου ϐαθµού

−1 0 1 2 3 4 5 6
−5

0

5

10
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Πεπερασµένες ∆ιαφορές

Ιδιάιτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση που τα σηµεία xi ισαπέχουν

(xi+1 − xi = xi − xi−1 = h) τότε µπορούµε να πάρουµε µια απλούστερη µορφή του πολυωνύµου

παρεµβολής Νεωτον. ΄Ολοι οι παρονοµαστές στις διηρηµένες διαφορές µπορούν να γραφούν

εµπλέκοντας το h

xi+1 − xi = h, xi+2 − xi = 2h, xi+3 − xi = 3h

γενικά

xi+k − xi = k h

Γράφουµε τις διηρηµένες διαφορές έως και τρίτης τάξης στην περίπτωση αυτή

f [xi , xi+1] =
f [xi+1] − f [xi ]

xi+1 − xi

=
fi+1 − fi

h
.
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∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

f [xi , xi+1, xi+2] =
f [xi+1, xi+2] − f [xi , xi+1]

xi+2 − xi

=
1

2h

(

fi+2 − fi+1

h
−

fi+1 − fi

h

)

=
fi+2 − 2fi+1 + fi

2h2

f [xi , xi+1, xi+2, xi+3] =
f [xi+1, xi+2, xi+3] − f [xi , xi+1, xi+2]

xi+3 − xi

=

=
1

3h

(

fi+3 − 2fi+2 + fi+1

2h2
−

fi+2 − 2fi+1 + fi

2h2

)

=
fi+3 − 3fi+2 + 3fi+1 − fi

3!h3
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Πεπερασµένες ∆ιαφορές

Οι αριθµητές αντιστοιχούν στις λεγόµενες πεπερασµένες διαφορές (ϕινιτε διφφερενςες) τις

οποίες ορίζουµε ακόλουθα. Η διηρηµένη διαφορά µηδενικής τάξης ορίζεται και εδώ να είναι η

τιµή της f

∆0
fi = fi

Οι επόµενες διαφορές ορίζονται αναδροµικά

∆k
fi = ∆k−1

fi+1 −∆
k−1

fi

Οι πεπερασµένες διαφορές έως και 5ης τάξης είναι

∆1
fi = ∆0

fi+1 −∆
0
fi = fi+1 − fi

∆2
fi = ∆1

fi+1 −∆
1
fi = (fi+2 − fi+1) − (fi+1 − fi) = fi+2 − 2fi+1 + fi

∆3
fi = ∆2

fi+1 −∆
2
fi = (fi+3 − 2fi+2 + fi+1) − (fi+2 − 2fi+1 + fi)

= fi+3 − 3fi+2 + 3fi+1 − fi

∆4
fi = fi−4 − 4fi−3 + 6fi−2 − 4fi−1 + fi

∆5
fi = fi−5 − 5fi−4 + 10fi−3 − 10fi−2 + 5fi−1 − fi
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Πεπερασµένες ∆ιαφορές

Παρατηρούµε ότι :

f [xi , xi+1] =
1

h
∆1

fi

f [xi , xi+1, xi+2] =
1

2h2
∆2

f0

f [xi , xi+1, xi+2, xi+3] =
1

3!h3
∆3

f0

Μπορούµε να δείξουµε µε επαγωγή οτι ισχύει

f [xi , xi+1, . . . , xi+k ] =
1

k! hk
∆k

f(x0)

Γράφουµε το πολυώνυµο παρεµβολής Newton µε πεπερασµένες διαφορές

pn(x) = ∆0
f(x0) +

∆1f(x0)

h
(x − x0) +

∆2f(x0)

2! h2
(x − x0)(x − x1) + · · ·

+
∆nf(x0)

n! hn
(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−1)
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Πεπερασµένες ∆ιαφορές

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής Newton µε προς τα εµπρός διαφορές όταν δίνονται τα

σηµεία (−1, 5), (0, 6), (1, 3), (2, 0), (3,−2).

Τα σηµεία ισαπέχουν και έχουµε h = 1. Σχηµατίζουµε τις πεπερασµένες διαφορές

xi ∆0fi ∆1fi ∆2fi ∆3fi ∆4fi

-1 5

1

0 6 -4

-3 4

1 3 0 -3

-3 1

2 0 1

-2

3 -2

∆0
f(x0) = 5, ∆1

f(x0) = 1, ∆2
f(x0) = −4, ∆3

f(x0) = 4, ∆4
f(x0) = −3
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Πεπερασµένες ∆ιαφορές

το πολυώνυµο παρεµβολής είναι

pn(x) = ∆0
f(x0) +

∆1f(x0)

h
(x − x0) +

∆2f(x0)

2! h2
(x − x0)(x − x1) +

∆3f(x0)

3! h3
(x − x0)(x − x1)(x − x2) +

∆4f(x0)

4! h4
(x − x0)(x − x1)(x − x2)(x − x3)

αντικαθιστούµε τις πεπερασµένες διαφορές

pn(x) = 5 + 1(x + 1) +
−4

2
(x + 1)x +

4

6
(x + 1)x(x − 1) +

−3

24
(x + 1)x(x − 1)(x − 2)

και ϐρίσκουµε το πολυώνυµο παρεµβολής

pn(x) = 6 −
23

12
x −

15

8
x

2 +
11

12
x

3
−

1

8
x

4
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Πεπερασµένες ∆ιαφορές

−2 −1 0 1 2 3 4
−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

7
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Πεπερασµένες ∆ιαφορές

Αν τώρα ϑεωρήσουµε τη νέα µεταβλητή s = (x − x0)/h τότε x − x0 = sh και γενικά

x − xi = (s − i)h,

pn(x) = ∆0
f(x0) +

∆1f(x0)

h
sh +

∆2f(x0)

2! h2
sh(s − 1)h + · · ·

+
∆nf(x0)

n! hn
sh(s − 1)h · · · (s − n + 1)h

pn(x0 + sh) = ∆0
f(x0) + s∆1

f(x0) +
s(s − 1)

2
∆2

f(x0) + · · ·

+
s(s − 1) · · · (s − n + 1)

n!
∆n

f(x0)

οι συντελεστές των διαφορών µπορούν να εκφραστούν µε τη ϐοήθεια του δυωνυµικού

συντελεστή

pn(x0 + sh) =

(

s

0

)

∆0
f(x0) +

(

s

1

)

∆1
f(x0) +

(

s

2

)

∆2
f(x0) + · · ·+

(

s

n

)

∆n
f(x0)

Το σφάλµα στην παρεµβολή γράφεται :

f(x) − pn(x) =

(

s

n + 1

)

h
n+1

f
(n+1)(ξ)
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