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Ιστορική αναδροµή

Ο Νεύτωνας (1642-1727) ήταν ο πρώτος που ϐρήκε προσεγγιστικές λύσεις διαφορικών

εξισώσεων χρησιµοποιώντας αριθµητικές διαδικασίες.

Εισήγαγε την τεχνική της πολυωνυµικής παρεµβολής.

Στην εργασία του Mathematical Principles of Natural Philosophy( Βιβλίο ΙΙΙ) αυτός έδωσε τα

ακόλουθο Λήµµατα:

Λήµµα V

Να ϐρεθεί µια παραβολική καµπύλη που ϑα διέρχεται από οποιονδήποτε δεδοµένο αριθµό

σηµείων.

Λήµµα VI

Εαν γνωρίζουµε ορισµένες παρατηρούµενες ϑέσεις ενός κοµήτη, µπορούµε να ϐρούµε την

ϑέση του σε οποιαδήποτε ενδιάµεση ϑέση.

Με τον όρο παραβολική καµπύλη εννοεί πολυώνυµο και περιγράφει την παρεµβολή µε

διηρηµένες διαφορές.
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Ιστορική αναδροµή

Ο Νεύτωνας αναφέρεται στον κοµήτη του Χάλεϋ, έναν κοµήτη µικρής περιόδου που είναι

ορατός µε γυµνό µάτι από τη Γη.

Εµφανίζεται κάθε 75-79 χρόνια.

Η τροχιά του γύρω από τον ΄Ηλιο είναι εξαιρετικά ελλειπτική και έχει τροχιακή εκκεντρότητα

0.967.

Εµφανίστηκε για τελευταία ϕορά στο εσωτερικό του Ηλιακού µας Συστήµατος το 1986 και

αναµένεται να εµφανιστεί στα µέσα του 2061.

Η πρώτη καταγαφή του κοµήτη του Χάλεϋ είναι το 240 π.Χ. στο κινεζικό χρονικό Records of

the Grand Historian, το οποίο περιγράφει έναν κοµήτη που εµφανίστηκε στα ανατολικά και

κινήθηκε ϐόρεια.

Ο ΄Εντµοντ Χάλεϋ (1656-1742) ήταν ΄Αγγλος αστρονόµος, µαθηµατικός και ϕυσικός, ϕίλος του

Νεύτωνα και χρησιµοποίησε τον νόµο της παγκόσµιας ϐαρύτητας του Νεύτωνα για να υπολογίσει

την περιοδικότητα του κοµήτη που πήρε το όνοµά του, το 1705 Σύνοψη της Αστρονοµίας των

Κοµητών. Ο Χάλεϋ πέθανε το 1742 πριν προλάβει να παρατηρήσει την προβλεπόµενη επιστροφή

του.
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

΄Ενας από τους πολύ σηµαντικούς υπολογισµούς στην ιστορία της επιστήµης είναι η πρόβλεψη της

επιστροφής του κοµήτη που έγινε από τους Clairaut, Lalande και Lepaute το 1748.

Προέβλεψαν ότι ο κοµήτης ϑα έφτανε στο περιήλιο στις 13 Απριλίου 1749, το οποίο ήταν λάθος

µόνο για 31 ηµέρες.

Η επόµενη παρατήρηση είχε προβλεφθεί το 1835 µε σφάλµα 5 ηµερών.

Η παρατήρηση το 1910 µε σφάλµα 2.7 ηµερών προβλέφθηκε από τους Cowell (1870-1949) και

Crommelin (1865-1939), Βρετανούς αστρονόµους στο Royal Greenwich Observatory .

Investigation of the Motion of Halleys Comet from 1759-1910, Greenwich Observations 1909.

Η αριθµητική µέθοδος που χρησιµοποιήθηκε είναι η πολύ γνωστή µέθοδος Numerov οποία

αναφέρεται επίσης στη ϐιβλιογραφία και ως µέθοδος Cowell.

O Boris Vasilyevich Numerov (1891-1941) ήταν Ρώσος αστρονόµος στο Αστεροσκοπείο της Αγίας

Πετρούπολης και Καθηγητής στο Πανεπιστήµιο της ίδιας πόλης στην οποία ίδρυσε και διεύθυνε το

Ινστιτούτο Θεωρητικής Αστρονοµίας.

Ζ. Καλογηράτου (Π∆Μ Τµήµα Μαθηµατικών) Αριθµητική Παρεµβολή 5 / 24



Αριθµητική Παρεµβολή

Παρεµβολή

Αν γνωρίζουµε τις τιµές µιας συνάρτησης f(x) σε n + 1 σηµεία x0, x1, x2, . . . , xn, τότε

παρεµβολή (interpolation)είναι η διαδικασία µε την οποία αποκτούµε προσεγγίσεις της

f(x) για τις τιµές του x οι οποίες ϐρίσκονται ενδιάµεσα στις δεδοµένες τιµές

x0, x1, x2, . . . , xn.

Παρεκβολή

Αν γνωρίζουµε τις τιµές µιας συνάρτησης f(x) σε n + 1 σηµεία x0, x1, x2, . . . , xn, τότε

παρεκβολή (extrapolation)είναι η διαδικασία µε την οποία αποκτούµε προσεγγίσεις της

f(x) για τις τιµές του x οι οποίες ϐρίσκονται εκτός του διαστήµατος των δεδοµένων

τιµών x0, x1, x2, . . . , xn.

Αυτό µπορεί να επιτευχθεί µε την εύρεση µιας συνάρτησης g(x) της οποίας οι τιµές

συµπίπτουν µε τις τιµές της f(x) στα σηµεία x0, x1, x2, . . . , xn. Η συνάρτηση αυτή

ονοµάζεται συνάρτηση παρεµβολής (interpolation function)και τα σηµεία xi σηµεία

παρεµβολής (interpolation points) .

g(xi) = f(xi) για i = 0, 1, . . . , n.

Η συνάρτηση παρεµβολής ϑέλουµε να είναι απλής µορφής ώστε να είναι εύχρηστηΖ. Καλογηράτου (Π∆Μ Τµήµα Μαθηµατικών) Αριθµητική Παρεµβολή 6 / 24



Αριθµητική Παρεµβολή

Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται συνάρτηση παρεµβολής (interpolation function)

και τα σηµεία xi σηµεία παρεµβολής (interpolation points) .

g(xi) = f(xi) για i = 0, 1, . . . , n.

Η συνάρτηση παρεµβολής ϑέλουµε να είναι απλής µορφής ώστε να είναι εύχρηστη τόσο ως

προς τον υπολογισµό των τιµών όσο και ως προς την παραγώγιση και την ολοκλήρωση.

Η επιλογή της συνάρτησης παρεµβολής έχει να κάνει µε τη µορφή των δεδοµένων, συνήθως

χρησιµοποιούµε πολυωνυµικές συναρτήσεις, δηλαδή γραµµικούς συνδυασµούς συναρτήσεων

από το σύνολο

S =
{

1, x, x
2, x

3, . . .
}

΄Αλλες επιλογές είναι να πάρουµε για παράδειγµα γραµµικούς συνδυασµούς από

τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

T = {1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, sin 3x, cos 3x, . . .}

ή εκθετικές συναρτήσεις

E = {1, e
c1x , e

c2x , e
c3x , . . .}

όπου ci είναι πραγµατικοί αριθµοί άνισοι µεταξύ τους.
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Αριθµητική Παρεµβολή

Θεωρούµε το σύνολο των πραγµατικών συναρτήσεων που είναι ορισµένες σε ένα

κλειστό διάστηµα [a, b] και

G =
{

g0(x), g1(x), g2(x), g3(x), . . .
}

ένα πεπερασµένο ή αριθµήσιµο υποσύνολο του τέτοιο ώστε κάθε πεπερασµένο

υποσύνολο του G να είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση παρεµβολής είναι γραµµικός συνδυασµός ενός

πεπερασµένου υποσύνολου του G

g(x) = a0 g0(x) + a1 g1(x) + a2 g2(x) + · · ·+ an gn(x)

Ϲητάµε να προσδιορίσουµε τους συντελεστές ai έτσι ώστε να ισχύει

g(xi) = f(xi) για i = 0, 1, . . . , n.

από όπου προκύπτει το γραµµικό σύστηµα

a0g0(xi) + a1g1(xi) + a2g2(xi) + · · ·+ angn(xi) = f(xi)

για i = 0, 1, . . . , n.
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Αριθµητική Παρεµβολή

Ο πίνακας συντελεστών του συστήµατος είναι

V =


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
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

















g0(x0) g1(x0) g2(x0) · · · gn(x0)
g0(x1) g1(x1) g2(x1) · · · gn(x1)
...

...
...

. . .
...

g0(xn) g1(xn) g2(xn) · · · gn(xn)










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
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Για να έχει το σύστηµα λύση πρέπει ο ϐαθµός του πίνακα να είναι n + 1,

δηλαδή η ορίζουσα του πίνακα να είναι διάφορη του µηδενός.

Τότε µπορούµε να λύσουµε το σύστηµα µε µια αριθµητική µέθοδο όπως η µέθοδος

απαλοιφής Gauss .
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

΄Οταν η συνάρτηση παρεµβολής είναι πολυώνυµο λέµε ότι έχουµε πολυωνυµική παρεµβολή

(polynomial interpolation) .

Τα πολυώνυµα προσεγγίζουν οµοιόµορφα συνεχείς συναρτήσεις.

Για κάθε συνεχή συνάρτηση ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [a, b] µπορούµε να ϐρούµε

οσοδήποτε ένα πολυώνυµο.

Θεώρηµα Weierstrass

΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής στο [a, b] και ϸ > 0 τότε υπάρχει πολυώνυµο P(x), ορισµένο στο

[a, b] για το οποίο ισχύει :

| f(x) − P(x) |< ϸ, για κάθεx ∈ [a, b].
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

Είναι γνωστό ότι δύο σηµεία ορίζουν ακριβώς µια ευθεία δηλαδή ένα πολυώνυµο πρώτου ϐαθµού.

΄Εστω 2 σηµεία x0, x1 και οι τιµές µιας συνάρτησης σε αυτά f(x0), f(x1) µπορούµε να ϐρούµε τους

συντελεστές ενός πολυωνύµου πρώτου ϐαθµού p(x) = a1x + a0 για το οποίο ισχύει

p(x0) = f(x0) και p(x1) = f(x1)

a0 + a1x0 = f(x0)

a0 + a1x1 = f(x1)

Το σύστηµα έχει µοναδική λύση αν x0 , x1

a0 =
x1f(x0) − x0f(x1)

x1 − x0

και a1 =
f(x1) − f(x0)

x1 − x0

τότε το πολυώνυµο γράφεται διαδοχικά:

p(x) = a1x + a0 =
f(x1) − f(x0)

x1 − x0

x +
x1f(x0) − x0f(x1)

x1 − x0

=
(x1 − x)f(x0) + (x − x0)f(x1)

x1 − x0

=
x − x1

x0 − x1

f(x0) +
x − x0

x1 − x0

f(x1)
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

Το πολυώνυµο παρεµβολής

p(x) =
x − x1

x0 − x1

f(x0) +
x − x0

x1 − x0

f(x1)

µπορεί να γραφεί µε τη µορφή

p(x) = L0(x)f(x0) + L1(x)f(x1)

όπου

L0(x) =
x − x1

x0 − x1

και L1(x) =
x − x0

x1 − x0

Παρατηρούµε ότι

L0(x0) = 1 L0(x1) = 0 L1(x0) = 0 L1(x1) = 1

Ζ. Καλογηράτου (Π∆Μ Τµήµα Μαθηµατικών) Αριθµητική Παρεµβολή 12 / 24



Πολυωνυµική Παρεµβολή

Αν έχουµε 3 σηµεία x0, x1, x2 και τις τιµές µιας συνάρτησης σε αυτά f(x0), f(x1), f(x2) µπορούµε

να ϐρούµε τους συντελεστές ενός πολυωνύµου δεύτερου ϐαθµού

p(x) = a2x
2 + a1x + a0

για το οποίο ισχύει p(xi) = f(xi) για i = 0, 1, 2

p(x0) = f(x0), p(x1) = f(x1), p(x2) = f(x2)

a0 + a1x0 + a2x
2
0 = f(x0)

a0 + a1x1 + a2x
2
1 = f(x1)

a0 + a1x2 + a2x
2
2 = f(x2)

Οι συντελεστές a2, a1, a0 προκύπτουν σαν λύσεις του παραπάνω συστήµατος γραµµικών

εξισώσεων το οποίο για να έχει λύση πρέπει ο πίνακας





















1 x0 x2
0

1 x1 x2
1

1 x2 x2
2





















να είναι αντιστρέψιµος.
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

∆ηλαδή η ορίζουσα του

(x1 − x0)(x2 − x0)(x2 − x1)

να είναι διάφορη του µηδέν που ισχύει αν τα σηµεία είναι διακεκριµένα.

Λύνοντας το σύστηµα παίρνουµε

a0 =
f(x2)x

2
0
x1 − f(x2)x0x2

1
− f(x1)x

2
0
x2 + f(x0)x

2
1
x2 + f(x1)x0x2

2
− f(x0)x1x2

2

(−x0 + x1)(x1 − x2)(−x0 + x2)

=
f(x0)x1x2(x1 − x2) + f(x1)x0x2(x2 − x0) + +f(x2)x0x1(x0 − x1)

(−x0 + x1)(x1 − x2)(−x0 + x2)

a1 =
f(x0)(x

2
2
− x2

1
) + f(x1)(x

2
0
− x2

1
) + f(x2)(x

2
1
− x2

0
)

(−x0 + x1)(x1 − x2)(−x0 + x2)

a2 =
f(x0)(x2 − x1) + f(x1)(x2 − x0) + f(x2)(x1 − x0)

(−x0 + x1)(x1 − x2)(−x0 + x2)

p(x) = a0 + a1x + a2x
2
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

Ο αριθµητής γράφεται :

f(x0)x1x2(x1 − x2) + f(x1)x0x2(x2 − x0) + f(x2)x0x1(x0 − x1) +
(

f(x0)(x
2
2 − x

2
1 ) + f(x1)(x

2
0 − x

2
1 ) + f(x2)(x

2
1 − x

2
0 )
)

x +

(f(x0)(x2 − x1) + f(x1)(x2 − x0) + f(x2)(x1 − x0)) x
2

f(x0)
(

x1x2(x1 − x2) + (x2
2 − x

2
1 ) x − (x2 − x1) x

2
)

+

f(x1)
(

x0x2(x2 − x0) + (x2
0 − x

2
2 ) x + (x2 − x0) x

2
)

+

f(x2)
(

x0x1(x0 − x1) + (x2
1 − x

2
0 ) x − (x1 − x0) x

2
)

p(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
f(x0) +

(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
f(x2) +

(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2)
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

Ορίζουµε τα πολυώνυµα

L0(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
L1(x) =

(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
L2(x) =

(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)

τότε το πολυώνυµο παρεµβολής γράφεται

p(x) = L0(x)f(x0) + L1(x)f(x2) + L2(x)f(x2)

Παρατηρούµε ότι

L0(x0) = 1 L0(x1) = 0 L0(x2) = 0

L1(x0) = 0 L1(x1) = 1 L1(x2) = 0

L2(x0) = 0 L2(x1) = 0 L2(x2) = 1

΄Οπως ϑα δούµε αργότερα τα πολυώνυµα L0(x), L1(x) και L2(x) καλούνται συντελεστές.
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

Αν έχουµε n + 1 σηµεία x0, x1, x2, . . . , xn και τις τιµές µιας συνάρτησης f0, f1, f2, . . . , fn σε αυτά

µπορούµε να ϐρούµε πολυώνυµο

Pn(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anx

n

για το οποίο ισχύει

Pn(xi) = a0 + a1xi + a2x
2
i + · · ·+ anx

n
i = fi

έχουµε ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων µε πίνακα συντελεστών

V =















































1 x0 x2
0
· · · xn

0

1 x1 x2
1
· · · xn

1

1 x2 x2
2
· · · xn

2

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

1 xn x2
n · · · xn

n















































Η ορίζουσα του πίνακα λέγεται ορίζουσα Vandermonde και ισούται µε

| V |=
∏

i, j = 0

i , j

(xi − xj) .

Είναι προφανές ότι η ορίζουσα είναι διάφορη του µηδενός για διακεκριµένα σηµεία xi .
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

Θεώρηµα. Μοναδικότητα του πολυωνύµου παρεµβολής

΄Εστω f : [a, b]→ R και xi για i = 0, 1, . . . , n διακεκριµένα σηµεία του [a, b] τότε υπάρχει

µοναδικό πολυώνυµο Pn(x) ϐαθµού µικρότερου ή ίσου µε n τέτοιο ώστε

Pn(xi) = f(xi) για i = 0, 1, . . . , n.

΄Οπως είδαµε, αφού τα xi για i = 0, 1, . . . , n είναι διακεκριµένα, υπάρχει πολυώνυµο

παρεµβολής ϐαθµού το πολύ n.

Θα δείξουµε ότι είναι µοναδικό.

΄Εστω Qn(x) ένα άλλο πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ n για το οποίο ισχύει :

Qn(xi) = f(xi) για i = 0, 1, . . . , n

τότε

Pn(xi) − Qn(xi) = 0 για i = 0, 1, . . . , n.

Το πολυώνυµο Pn(x) − Qn(x) είναι και αυτό ϐαθµού το πολύ n και έχει n + 1 σηµεία µηδενισµού,

συνεπώς είναι µηδενικό. ΄Αρα Pn(x) ≡ Qn(x) εποµένως το πολυώνυµο παρεµβολής είναι

µοναδικό.
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Το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange

Θα δούµε τρόπους εύρεσης του πολυωνύµου παρεµβολής για τους οποίους δεν απαιτείται η

λύση του γραµµικού συστήµατος.

΄Ενας από αυτούς είναι η παρεµβολή κατά Lagrange. Για να ϐρούµε το πολυώνυµο παρεµβολής

LagrangePn(x)

Pn(xi) = f(xi) για i = 0, 1, . . . , n.

γράφουµε

Pn(x) =
n
∑

i=0

Li(x)f(xi) (1)

όπου Li(x) είναι πολυώνυµα ϐαθµού ≤ n τα οποία καλούνται συντελεστές Lagrange και

ικανοποιούν τις σχέσεις

Li(xj) =

{

0 i , j,

1 i = j.

Τότε το Pn(x) είναι πολυώνυµο παρεµβολής αφού

pn(xi) =
n
∑

j=0

Lj(xi)f(xj) = Li(xi)f(xi) = f(xi)

Ζ. Καλογηράτου (Π∆Μ Τµήµα Μαθηµατικών) Αριθµητική Παρεµβολή 19 / 24



Το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange

Μένει τώρα να προσδιορίσουµε τα Li(x).
Αφού τα xj για j , i είναι ϱίζες του Li(x), ισχύει :

Li(x) = c (x − x0)(x − x1) · · · (x − xi−1)(x − xi+1) · · · (x − xn)

από όπου

Li(xi) = c (xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

Από τη σχέση Li(xi) = 1 παίρνουµε

c (xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn) = 1

c =
1

(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

Συνεπώς

Li(x) =
(x − x0)(x − x1) · · · (x − xi−1)(x − xi+1) · · · (x − xn)

(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

ή

Li(x) =
n
∏

i = 0

i , j

x − xj

xi − xj

για i 0, 1, . . . , n.
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Το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange

Παράδειγµα

Να δοθεί το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange µε διηρηµένες διαφορές της όταν δίνονται τα

σηµεία (0, 6), (2, 4), (2.5, 1), (3.5,−2)

L0 =
(x − x1)(x − x2)(x − x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
=

(x − 2)(x − 2.5)(x − 3.5)

(0 − 2)(0 − 2.5)(0 − 3.5)
=
−17.5 + 20.75x − 8x2 + x3

−17.5
,

L1 =
(x − x0)(x − x2)(x − x3)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
=

(x − 0)(x − 2.5)(x − 3.5)

(2 − 0)(2 − 2.5)(2 − 3.5)
=

8.75x − 6x2 + x3

1.5

L2 =
(x − x0)(x − x1)(x − x3)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)
=

(x − 0)(x − 2)(x − 3.5)

(2.5 − 0)(2.5 − 2)(2.5 − 3.5)
=

7x − 5.5x2 + x3

−1.25

L3 =
(x − x0)(x − x1)(x − x2)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)
=

(x − 0)(x − 2)(x − 2.5)

(3.5 − 0)(3.5 − 2)(3.5 − 2.5)
=

5x − 4.5x2 + x3

5.25
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Το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange

οπότε το πολυώνυµο παρεµβολής είναι

p3(x) = f0 L0(x) + f1 L1(x) + f2 L2(x) + f3 L3(x)

µετά τις αντικαταστάσεις γίνεται

p3(x) = 2 + 13.4571x − 8.97144x
2 + 1.37143x

3.
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Το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange

Στο σχήµα ϐλέπουµε τη γραφική παράσταση του παραπάνω πολυωνύµου
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Πολυωνυµική Παρεµβολή

Θεώρηµα. Σφάλµα στην παρεµβολή

΄Εστω ότι f ∈ Cn+1[a, b],
xi i = 0, 1, . . . , n διακεκριµένα σηµεία του διαστήµατος [a, b]
και Pn(x) το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange τότε για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει αριθµός

ξ(x) ∈ (a, b) ώστε να ισχύει :

f(x) − Pn(x) =
f(n + 1)(ξ(x))

(n + 1)!

n
∏

i=0

(x − xi)
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